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PREFACIO

La presente obra es una exposicién amplinda del curso de con-
ferencias dictadas por el avtor durante varios afios ante los estudion-
tes del Instituto fisico-téenico de Mosci. Esté destinada para los
estudiantes que dominan las bases del Andlisis matemético, Algebra
y Teorin de ecnaciones diferenciales ordinarias dentro de los limites
del programa un‘versitario. Toda lu informacién ind‘spensable esté
contenida, por ejemplo, en los libros siguientes: «Curso del Andlisis
matemiticos, vols. 1, 2, por . M. Nikilski, eFundamentos do Alge-
bra lincals por A. J. Miltser, «Ecuaciones diferenciales corrientess
por L. 8. Pontrydguin.

La disposicién del material en el libro se arregla a los tipos prin-
cipales de ecuaciones, a excepecion del capitulo I en el que se consi-
deran problemns generales de las ecuaciones en derivadas parciales,
El papol central en ol libro lo desempefia el capitule 1V, que es el
mis voluminoso, cn ol cual se estudian ecuaciones elipticas. En los
capitulos V ¥ VI se oxaminan ecvaciones hiporbélicas y parabélicas.

El método que emplea el autor para estudiar los problemas de
contorne (y, en parte, ol problema de Cauchy) se apoya en el con-
cepto de ln solucion generalizada lo que permite abordar las ceuncio-
nes con coeficientes variobles de una manera tan sencilla como al
operar con las ccuaciones mis simples, a saber, las ecnaciones de
Poisson, de onda y do conduccién de calor. Analizando las cuestiones
de existencia y wnicidad de soluciones de los principales problemas
de eontorno, el autor dedica gran atencidn a los métodes aproxima-
dos para In lucidn de los probl itados: ul método de Ritz
en el caso de la ecuacidn eliptiea y al de Galérkin, en ol caso de ccua-
cienes hiperbdlicas y parabélicas,

Los conocimientos necosarios sobre Jos espacios funcionales, en
particular, el teorema de inmersign de S. L. Sébolev, se dan en el
capitulo II1. No se suponin familinrizar al lector con los apartados
correspondientes de Jn Teorfa de funciones y del Andlisis funcional;
n estos probl esti dedicado el capitulo IT do cardctor auxiliar.

En cada capitulo, salvo en el 11, se ofrecen problemas. Buena
parte de éstos tiene por objeto profundizar y ampliar el contenido
expuesto en el eorrespondicnto capitulo; con ¢l mismo fin se dan las
listas de literatura adicional. Pora los cjorcicios se recomiendan:




in FREFACIO

«Probl de las i de fisica matemélicas por V. 5, Viadi-

mirov, sProblemas do la fisica mateméiticas por B. M. Budak,
A. A. Samarski, A. N. Tijonov y «Problemas y ejercicios de la fisica
matemiticas por M. M. Smirnov,

En conclusion, ol avtor expresa su mis profunda gratitud a
V. S. Viadimirov que ha revelado enorme interés hacia este libro,
y también a T. 1. Zelenjak, 1. A. Kiprijdnov, 8. L. Sobolev que estu-
diaron ol manuserito y hicieron una serie de observaciones valiosas.
Un agradecimicnto especial ol autor oxpresa a sus camaradas
A. K. Guschin y L. A. Muravéji cuya cooperacién fruetifera contri-
buyé muchizimo a reforzar el cardcter practico de este libro.

Julio de 1975
V. Mijailoy



CAPITULO 1. INTRODUCCION. CLASIFICACION
DE ECUACIONES. PLANTEAMIENTO
DE ALGUNOS PROBLEMAS

Introducecién

Llamamos i difi iales aquellas cuyas i son
funciones de una o varias variables, con la particularidad de que en
dichas ecuaciones figuran no s6lo las propias funch sino tambié
sus devivadas. 5i las incignitas son fnncionas de muchas variables
(al menos dos), las i | i i en derivados
parciales. En lo sucesivo trataremos precisamente de ecnaciones da este
tipo ¥ vamos a id sélo wuna i6n en derivadas parciales
con una funcidn incignita.

Una ecuacién en derivadas inles de una funcidn incégnita u
de n variables x,, .. ., 2, se denomina ecuacién de N-ésimo orden,
si contiens siquiera una derivada de orden N y no contiene derivadas
de orden superior a IV, es decir, la ecuacitn:

£ om e
]

i ¢
(D(:,.h.,x,.. Uy 5_::' .,,.‘ai—‘“‘,
ity & aN
T e ) ™0 &
La ecuacitn (1) se llama lineal, si @, siendo Funcidn de las varia-
N,
bles u, :—:' Ry, :—-E, es lincal. En lo sucesivo considerarcmos una
i
ecuacion lineal de segundo orden, esto es, una ecuacién de tipo
n "
Fu 2 .
_§I5:1(11W+2I 8 (2}-3%-1-«1:):1-:![:]: (2
donde z = (2,, ..., 7,). Las funciones ayfz), i, j=1, ..., n
afn) i=1, ... noalz)sed i fii de la i6
(@), v la funcién f (z), término independiente,
Designemos con &, un espacio euclideo n-di 1 y supon-

gamos que x = (z;, . .., T,) es vn punto de R, |z | =(zf + ...
v = h)"2. Como siempre, por dominio en R, o dominio n-dimen-
sional entendemos un conjunto abierto y conexo (no vacio) de puntos
perteneciontes o R,. En lo sucesivo acoptaremos que dichos dominios
son acotados, siempre que no se especifique lo contrario.
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Zea Q un dominio n-dimensional. Un conjunte E <  se deno-
mina estri te interior respocto de Q, E = ¢, 5i E = @, donde E
€5 1‘\':nFndhwen:iu‘) (en el sentido de la distancia en R,) del con-
unto F.

. Designemos con € (¢} el conjunto do todas las funciones que
tienen en ) derivadas parciales continuas de un orden hasta k inclu-
sivo (k es cierto nimero entero no negativo) y con c* {0'). el subcon-
junto de este conjunto compuesto por todas las funciones cuyas deri-
vadas parcinles hasta el k-ésimo orden =on todas continuas en 0. Para
1os conjuntos C° (Q) ¥ €° () de funciones continuas en @ y, confor-

te, en @ empl también las designaciones € (0} ¥
€ (0). El conjunto de todas las funciones que pertenecen a todos los
€ Q). k=0,1, ..., lo designamos por €= (), es decir, C* (Q) =

- ﬁuﬂ* (). El conjunto de todas las funciones pertenccienles a

=t
todos los €* (@), k = 0, 1, . .., lo designamos por C= (Q), es decir,
e~ @ = 0, ¢ @-

La funcitm f (z) =0 llama terminal en Q, si existe un subdominio
Q' € Q talquo f(z) =0 en Q\Q". Designemos con C* (J) el con-
funte de todas las funciones terminales de C* (@) y con €~ (Q), la
interseccion nn:.‘:" (@) de todos cslos conjuntos.

T
Sea e = fay, + -+ ) un veetor de coordenadas entoras no nega-

tivas, y desipnemos por e | lo suma o + . .. F@al & | =

=a, + ...+, 5i la funcién f(z) € C*(Q), entonces la deri-
A

vada parcial Lo i P ignard con f in, para nbre-

% ... 8x%n
viar, per el simbolo D#f. Para las derivadas de primero y segundo
Grienes también laz designaci fep fﬂ,’. El gra-
diente (fy, ..., fx,) de la funcién f ECH Q) ser& designado me-
diante ¥f ().

Por superficio cerrada § de (n — 1) dimensiones entenderemos
una superficie (n — 1)-dimensional de la clage C* (para cierto k 2> 1),
acolada, cemda’_y sin limites, esto e, una superficie conexa acolada
¥ cerrada (S = 5) que pertencce a R, ¥ que posee la siguiente pro-
picdad: pora todo punto 2* €S existen su entorno (n-dimensional)
Use y una funcién Fe (z), que pertenece a €* (L) y para la cual se
cunép!o la desigualdad Vi (:gfaﬁ 0, tales, que el conjunto S|
N U se deseribe por Ia ecuncién Fio (z) = 0, es deeir, que todos los

#) A vecos se emplen tambidn el Wirmino etlansuras (N, del T.)
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puntos del conjunto S| U satisfacen la ecuacitn Fu(z) =0y
cualgnier punto en s pertencce a 8, siempre que satisfagn lo ecna-
cifn Fye (x) = 0.

El contorno del dominio @ lo designaremos con #Q. En adelants
supondremos, siempre que no se diga lo contrario, que los contarnos
de los dominios en ideracién es P de un nimero
finito de superficies cerradas (n — 1)-dimensionales {do la clase CY)
¥ que estas superficies no se int Mediante | Q | desi
el volumen de Q

Observemos que si la superficie cerrada § de (n — 1) dimensio-
nes perteneco a la clase C*, para todo punto z° de § existe un entorno
Uz tan pequefio que la int in S f) U se proyecta unfvoca-
mente sobre cierto dominio Dy (o — 1)-dimensional, con el limite
de la clase C", y este dominio se encuentra en uno de los planaos de

coordenadas, es docir, se decribe, para cierto §, i =1, ..., n, por
la couacifn 2 = o (2, . o T Faag - o Tl (B 0o T
Zigrr - - or Tp) € Dae ¥ que, ademas, gu € C" (D)), La interseccidn

S Uk ze llamard trase simple (o trazo) de la superficie S.

Dado quo § es acolada y cerrada, entonces del cubrimiento
{U:, z€ 8} do la superficie § se puedo olegir un subcubrimiento
finito. Llamaremos cubrimiento de I}; superficie § con trozos simples
la totalidad de trozos simples Sy, ..., Sy que corrasponden a tal
cubrimiento finito.

Por superficie (n — 1)-dimensional § de clase €%, k = 1, enten-
deremos una suporficie conexa que puode ser cubierta con un nimero
finito de dominios (n-dimensionales) U;, i =1, ..., N, de manera
tal que cada uno de los conjuntos 8, =80 Uy, i=1, ..., N,
se proyecte univocamente sobre cierto dominio (i — 1)-dimensional
Dy con contorno de la clase C*, encontrindose éste en uno do los
planos de coordenadas, es decir, para ciorto p =p (i), p =1, ...

««y n, 58 describe cada conjunto por la couacidén zp = g (z;, . . .
coos Bpagy Fpary oo Tnh (Fgy oo o0 Tpogy Tprae 0o JEDL Y que,
ademds, ¢; € C* (D). Llamaremos cubrimiento de la superficie S
con trozos simples 1o totalidad de supecficies S, o sea, do trozos sim-
Ell!s de la superficie § quo corresponden al cubrimiento Uy, .. ., Uy

o ésta, En lo sucesivo por superficie de (n — 1) dimensiones enten-
go;n;oa una superficie (n — 1)-dimensional de la clase €% para cierto

Designomos con @, § =0, la unién do bolas {Jz — 2* | < §)
que ¢2 wn dominio respecto a todoslos 22 €Q; 0 ==~U {lz—2%| <
€

<6} Q& @ Mediante Qg & =0, designaromos un conjunto
constituido por todes aquellos puntos del dominio @ que distan del
contorno @0 a una magnitnd mayor que §; Q3 € ¢ cuando 6 =0
es suficientemente pequefio, @y serd un dominio. Vamoes a mostrar
que para cualquior 8§ = 0, suficientemente pequefio, existe una fun-
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cidn Ca (x), indefinid: dif iable en R, que es igual a 1 en
s ¥y a 0 fuera de Quy La funcién s (z) se llamord en adelante
neidn B-cortante (o, eimplemente, funeidn cortante) para el dominio .
Antes de construir la funcidn T, (z), introduzcamos el importante
concepto del niicleo de mediacién.

Sea @, (t) la funcién de una wmahle #l=— o<t < + ox).
Supongamos que esta funcidn es indefini te diferenciable, par,
ne negativa y que se anula cuando | ¢ | = 1, ademds, para ella es
vélida ln ignaldad

Jm.{[xndxn ] wyl|z)) de=1. (3
" =<t

A titulo de w, (f) se puede tomar, por ejemplo, la funcién

1
mu)_{ T o<,
0, |t[=1,

dende la constantle Cn estd elegida de tal manera que se cumpla
Ia condicién (3). Sea h nimero pm;itiw arhitrario. La funcién

ey [i:r})- wy |z |h)

lleva el nombre de nidcleo de mediacién (de radio k). Es evidente que
el nicleo do mediacion wy, (| 2 |) posee los siguientes propiedades:
a) oy ([z[)EC™ (/y), oy (2) =0 en R,
b) @x(lz))=0 para |z]|=k,
0 J (2] dr=1,
n

d) para cualquier @ = (&, «v . @)y |@ | >0, ¥ para todes
los z €

| D%wn (| 2| Calh™e!,

donde C, es cierta constante positiva que no depende de A,

Sea toy (| = |} un nicleo de mediacién arbitrario. Se puede compro-
bar inmediatamente que, siendo & = 0 suficientemente pequefio, la
funcidn

L= | wnlz—yhdy
Qaeys

es cortante para el domisio Q@ y en R, satisface las desigusldades
0L L (z) < 1.
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§ L. Problema de Cauchy.
Teorema de Kovalevskaya

1. Planteamicento del probl de Cauchy. Examinemos en un
dominio @ del espacio n-di ional R, (el dominio no tiene que
ser obligatoriamente acotado, en particular, puede coincidir con
todo el R,) una ecvacion diferencial lineal de segundo orden

Zum 3 ay (@ ung+ D @@ a@u=1@ O
= f=1

En este caso, id que los coeficientes y el té
independients son funci de valores complejos suficientemente
suaves. Designemos con A (z) lo matriz ||y (2} 1l £ F =1, ..., n,

a por los coeficientes e los derivades do érdenes superio-
res; In matriz A (z) es distinta do la matriz nula per todo Q.
En el caso de una sola variable espacial, n = 1, la ecuacién (1)
es una eccuacion diferencial ordinaria y se la puede escribir (a;, 5= 0}
en la forma

W b(@) e elz)u=gla) (2)

Entonces, el problema mds sencillo es el de Cauchy gue Liene por
objeto hallar para esta ecuacién una solucién que para cierto x = z°
satisfaga las condiciones iniciales u (2%) = u,, u' (z%) = u,.

Veamos como se puede plantear un problema andlogo para la
scuaciin en derivadas parciales (1). Tomemes en @ una superficie
(n — 1)-di ional § suficient suave (de In clase C7), pre-
fijada por la ecwacior

Flzy=10, ®

donde F (z) es vna funcién de valores reales, ¥ supongamos que
| WF | 5= 0 para todos los = € .

Sea dado en @ tal campo vectorial I(z) = (L (2), ..., I (2)),
donda & (z), i =1, ..., n, 2on funciones de valores reales pertene-
cientes a CU{Q), | B | =0+ ...+ & >0, que parn todos los
z €5 ol vector ! (z) no haga contacto con Ja superficie S, es decir,

OF | _ i SR

o= |5 7 O

(En lo sucesivo sélo nos interesardn los valores del campo I (z) en la
superficia 8).

Tomemos un punto arbitrario 2* € § y examinemos la ecuacién (1)
en un entorno suficientemente pequefio U de este punto (supongamos
que {7 es una bola de radio suficientomente pequefio y con centro en
ol punto 2%, Designaremos con S, la interseceion S} U,
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Sea dada en [f una solucidn w, u € €* (U), de la ecuacién (1), ¥
supongamos que t, (x) es un valor de la funcién u en 8o, ¥ 1wy (2,

el valor do la derivada ;—;'on S
it |y =1 (X} “h
El
‘,_'; so"’"l{-ﬂ- (5]

Mostremos que para unn ecuncién en derivadus parciales, a dife-
rencia de una ecuacién ordinaria, u, ¥y uy no puedon ser, en caso gene-
ral, funciones arbitrarias (smaves).

Como VF (2% == 0, una de las coordenadas del vector TF (%) es
distinta de cero; sea, por ejemplo, Fy, {z") == 0. Consideramos que
el entorno I7 es tan pequefio que on &l Fy, (z) 55 0 ¥ la ecuacidn (3)
puede eseribirse en la forma

Zy = (2)h 2" = (T e 00y Fnay)
con una funcién swave g (z'). Designemos con F, (z) la funcibn
Fir) y con Fy(z), las lunciones x, —al, i=1,...n—1, ¥
i una aplicacidn biunivoca

p=FEhi=1, .00 (8}
del dominio U en cierto entorno V' del origen de coordenadas, es
decir, de la imagen del punto z°. Designemos con el simbolo X la
imagen de la superficie §, que so encuentra en el plano y, = 0:

B =V Ny = oeor ) € Rty 10 =0}
Designaremos por v(y) la luncibn w(z(y)). Dado que wu;=

"
3
m&l Uy sy mieDtras que  gs, = vl%l Wy, Fry - Fayy +

n
+ 2 Uy Frspsy entonces lo ecuacion () en los nuevas variables
=1

adquiers la forma

..glpu(i"ﬂm;‘P'?ﬂl Bl vy + (o= fuly) (1)
donde Py (y) son elementos de la matriz cuadrada || (A (z (¥) %
XVF (2 (W) VF(z Ml en particular,

Ban (W (@) = (A (z) ¥F (z), VF () 7
Las condiciones (4) y (5) toman, respectivamente, la forma
vly=vo(y") (8)



§ {. PROBLEMA DE CAUCHY. TEOREMA DE KOVALEVEEAYA 17

v
(Vs Ayl =i w') (8"}
donde vo (y') = uo (¥’ ; '?(y'})‘ vi (") =y (', ®(y')), mientras que
el veclor i\(y(m))—( R ﬂN ) z €8y, ademiis, en 5, s tiene
aF, _ aF
=0

Ante todo mostremos que el valor del vector Wy en la super-
ficie ») se determina univocaments mediante las funciones v, y v}

Efactivamenta, las derivadas vy, |y, i=1,...,n—1, se calculan
de (8): vy ly=voyy t=1,...,n—1, y en virtud de (5') se tiene
g lg =0 ©

n=-1
* i g aF,
donde v, (') =5 (”. w)—2 i’oy,—yf{‘) A
= =t

I Es evidente que las condiciones (8), (5') v las (8), (9) son equiva-
entes.

Examinemos ahora los valores que toman en E las segundas deri-
vadas de la funcidn v (y). Sefialemos primeramente que en virtud de
las igualdades (&) ¥ (9), los valores que toman en 3 todas las segun-
dos derivadas de la funcién v (y), a excepeién de la derivada Vit
se determinan univocamente mediante las funciones v, ¥y v;. Para
determinar el valor que toma sobre ¥) la derivada vy, emploare-
mos la ecuacién (1'). Partiendo de (1') y teniendo en cuenta (7),
obtenemos:

(A(2(9) VaF (28, VoF (2 ) by, =
net nat n
=h)— 2 Bty — 2 Binvuy,— 2 By —Pr. (1)
Si en la superficie S, la funcién (A(z)WF, VF)=0, entonces la
funcidn (A (2 (y}) V,ﬁ (:(y)} v,F(:(y)}) seri distinta de cero en
. ¥, por i n V(i que el entorno UV es

suﬂcientamunto paqueno} Ls ecuscién (1") en V¥ se escribird en
este caso asi:

n=1 n=1 n
v = % ¥ty B vy + Btttk (10)

T=0aT1



18 GAP. I, INTRODUCCION. CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES

Haciendo en (10} w, = 0, obtendremos ol valor que la dorivads
vy, toma sobre .

Asi pues, si (4 (2} WF, TF) == 0 sobre S, en dicha superficie se
determinan univocamente todos las derivadas de la funeién u (z)
hasta e] segundo orden inclusive. _ 8 -

Si en cambio en algin punto z € 5, (4 () VF (1), VF (=)) =0,
entonces on ol correspendiente  punto y tepemos: {4 (= (1)
T.F (2 (1), VoF (z (7)) = 0. En este cnse la ignaldad (17) en el
pnntui s ls quo vincula los valores ya determinados de v ().
vy, @) vup, @h =1, .o0m j=1, ..., n—1. De cste modo,
los valores que toman cn el punto E Ls funcién p, ¥ sus dorivadas
hasta el segundo orden, asi como también los de la funcitn v, y de
sus derivadus de primer orden y, por consiguiente, los valores cn ol
pnnto; de las funciones wy ¥ wy, ¥ de las correspondientes derivadas
de éstas, vstn entrelazados mediante cierta correlacién, es decir, no
pueden ser, en el caso general, arhitrarios.

El puntn z de la superficie S de la clase C*, dada por la ccnacidn
F =0 (F es una funcidn de valores rcales, WF == 0 en 8}, sc llama
punio caraeteristico para ln ceuacidn (1), si en @

(A (z) VF (z), VF () = 0.

La superlicie § so llama caracteristica pura la ecvacion (1), si
todos sus puntos son caracleristicos.

En csto parrafo estudiaremos el problema de Cauchy pora la
acuacién (1), es deetr, el problema en gue se busea unn solucidn de
dicha .ecuncién que satisioga las comdiciones (4) y (5) con ciertas
funciones dadas uy ¥ u;, cvando la superficie § estd privada de pun-
tos caracleristicos.

El easo en que la suporficic S contiene puntos carncteristicos ee
mucho més complicado. Ya fue mostrado que si el punto 2" € § es
caracteristico, existen las funciones (suaves) u, ¥ w, tales que en
ningiin entorno de este punto no existe solucién (de £ (1)) suave de
la ecuncién (1) que en la superficie §;, = S [} U satisfaga las condi-
ciones (4) ¥ (5). Es facil convencerse de que siecndo UY una de Jas
partes on las que S, divide U (consideramos gue el entorno U/ es una
bola de radio suficientomente pequefio y cou centro en %), en
€ (U*Y §,) tampoco existe solucidn que satisfaga las condiciones (4)
y (5) en lo superficie S;. Si, no obstante, la solucidn suave existe,
ésta puede ser mo una unica.

Sea, por ejemplo, n = 2. En un efreulo U con el centro en el
origen de denadas exami la i6

Uty = f ()
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para la cual la recta z, = 0 es caracteristica (a este tipo de ecuncio-
nes puede reducirse, al cambiar las variables independientes, 1a asi
llamada ecuacién de onda urs, — Ues, = ;). Es Hcil comprobar
que para Ja existencia en U (de C*{U)} de una solucion suave de dicha
ecuncién que satisfaga las condiciones u | y=o = uy (#)), B, | gy =
= iy (1), es necesario y suficiente que se cumpla la condicién

ﬁ:l_—t:"-)'(xl. 0). Ademds, si esta condicibn esti cumplida, la
golucidn $e representa on la forma

=

(e za) = § i [ (Bus ) e bst (20) + € (22)s
[}

donde g es una funcidn arbitraria, diferenciable continuamente dos

veces, gque satisface las condiciones g(0) =0, ‘:j‘: =, (0).

Si la superficie § es caracteristica, pueden surgir tales circuns-
tancias cuando el problema para la ecoacién (1) debe plantearse
por analogin con ol de Cauchy para una eeuacién ordinaria no de
segundo orden, sino de primer orden. Asi, por ejemplo, en el eapitu-
lIo VI estudiaremos wn problema (probloma de Cauchy) relacionado
con la ecuacién (sca, como antes, n = 2) de conduceién de calor

lryry — = f (2)

para la cual la reeta x, = 0 es caracteristica. El problema citado
consiste en la bisqueda de la solucidn de la i ol ipl
z, = 0, que salisfagn silo la condicitn (4): n | o0 = u, (7).
Pasemos alora al estndio del problema (1), (‘5, (5) para el caso

en que la superficie § estd privada do puntos caracteristicos. Sean
un dominio n-dimensional y S una superficie (n — 1)-dimensional
que s¢ encuentra en Q vy, siendo definida por la ceuncitn (3), divide
Q en dos dominios disjuntos @* y Q-, es decir, (5 = Q* |J 0-,

"N @ = @. Supongames que en el dominio ¢ cstd definida la
oeuacién (1) (es deeir, en ? se conocen los coeficientes v el término
indepondiente de la ion (1)), en la superficic § estdn dadas dos
Tunciones, u, (z) y w (), ¥ un campo vectorial I (z) = (I (z), ...

co b (=), | H{2) | =0 en 8, que no tiene ningiin punto comin
con la superficio §. Partimos do In suposicién de que 8 no tiene los
puntos caracteristicos de la eewacifin (1), es decir,

(A (x} VF, AF)=£ 0 en §. (11)
Hemos de hallar la funeién w () que perlences a C° (() v satisface
la‘ ecuacion (1) en @ y las condiciones iniciales (4) y (5) sobre S.
I i Ty

estn op p de Cauchy no caracteristico.
Las funciones dadas, es decir, coelici ¥ el término i dien-

a
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te de la ecuncién (1), la funcién F de (3), la funcién-vector ! v las
funciones u, ¥ u, e denominan datos dek problema.

Supongamos que los datos del problema (1), (4), (5) son indefini-
damente dif iables: los ficientes y ol término independiente
de la ecuacién (1), asi como también la funcién F (z) de (3}, perte-
necen a €= (@), mientras que las funciones I (z), . . ., I, {:%, ug (x)
iy (z) pertenecen a C* (gj (es decir, Jas funciones I (z (y)), ...

v vty (2 (1), en las que z = z (y) es una aplicacién, dada por la
féemula (6), do cierto entorno U de un punto arbitrario z° € § en
el entorno V del origen de denadas, son indefinidamente dif
ciables en ol dominio (n — 1)-dimensional ¥ =V ) {y' € Rn,,
Yn = 0}). Supongamos, ademés, que en @ existe una solucidn inde-
finidamente difi iable u () del probl (1), (4), {5).

Como so ha sefialado méis arriba, sobre la superficie S se determi-
nan univecamente, en términos de los datos del problema, todas Jas
derivadas de la solucién u (z) hasta el ssgundo orden inclusive. De-
mostremos ahora que en dicha superficie se determinan univocamen-
te, tambidn en términos de los datos del problema, todas las deriva-
das de cualguier orden do la funcién u (). Ya que en el caso que se
considera la nflicacién (6) del entorno 7 del punto arbitrario z° € §
en el entorno V del origen de coordenadas se deline con las funciones
Fy(z), t =1, ..., n, indefinidamente diferenciables en U, enton-
cos como resultado de la aplicacitén (6) el problema (1), (4), (5) (lo
gue se entiende como la bisqueda de una solucién de la ecuacidn
(1) en el dominio U, que satisfoga los datos iniciales u |, =
=y (2 2 |5, =t (2), donde o= U 8) en el dominio U
se sustituya por el problema equivalente (8)—(10) para la funciin
v (y) en el dominio V con los datos indefinidamente diferencinbles.
Ya que en U existe la selucidn indefinidamente diferenciable u (z)
del problema (1), (4), (5), el problema (8}—(10) en ¥ tambidn tiene
en éste una solucifin v (y) = u (z (), indefinidamente diferenciable.
Para demostrar esta afirmacién basta estahlecer que todas las deri-
vadas D% p (y) en 3 se determinan univocamente en términos de los
dates del problema (8)—(10).

Para cualesquiera o' = (&, + . . %noy)y |@' | >0, los valores
de las derivadas D= 9y (y) y D'=" Yy (y) on la superficie 3 se deter-
minan inmediat to de las dici (8) v (9):

e oy f}: =Dy, Dy ]Ew- 0y

Designomos por v, el valor que toma la funcién a‘-rﬂ"u (el =
=] ... @pl) en el origen de coordenadas:

vam—p D®0(0), ja[=0. (12)
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En este caso, Var, o ¥ Voo, is ia’];o, quedan univocamente deter-
minadas en términos de las funciones Vg ¥ Uyl

var,0 =y D Valyrmts (13)
Ygr, |={T’-}|-D°'hlr-o (14)

(e M=yl ... 2qyl)

Para determinar en }; la derivada D@ #p (), |’ | >0, em-
plearemos la ecuacisn (10). Derivando (10) respecto a by, . - +y Va-py
¥ haciendo y, = 0, obtenemos

Dty ’}: = D& D)Hl IE‘ |a| =0,
donde la funcién H, (y) se define en ¥V por la formula

n=1 Ll
H, () -h%:l Vis (W) Uy i |§ Vin () Uy, +

+'§ Vi ly) vy, H v We+h ()

(en la cual a titulo de » (y) figura 1a solucién del problema (8)—(10)).
La funcién D '« O, |z es una funcién (lineal, con coeficientes cono-
cidos) de las magnitudes D® Oy |z y DO 1y |5 ya determinadas
para 0= |B' | < la' | +20 <19 | < e’ | + 1. Por eso, todas
las derivadas D" 2y (y), | &’ | > 0, estén determinadas en ) uni-
wvocamente en términos de los datos del problema y, en particular,

Var, 2= (21 (@)D VI (4) fpmes | @ |20

Supongamos que para cierto k > 2 en 2| ya estén univocamente
determinadas, sogin los datos del problema, todas las derivadas
D b=y (y), |’ | = 0. Hallemos la derivada D& %y (y) |z,
|&" | = 0. Para ello derivemos en V la ecuacién (10) &, veces raspecto
B Yyy o -y Gpoy VECECS TCSpPECED 8 Yooy, ¥ K — 2 veces respeclo a
Yn, ¥ Inego hagamos y, = 0.

Como resultndo obtendremos

D Wy (y) | g = D1 () g

Aqui, D&’ =2} ff 1y es una funcién (lineal, con cosficientes cono-
cidos) respecto de las magnitudes ya determinadas D 0y g
0Li<k—100L )P <o’ |+2 para 0Ki<hk—2 ¥
0L |P |<|a' |41, para i =k — 1), Por eso, sobre =, se de-
terminan univocamente, en terminos de los datos del problema, to-
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das Ins derivadus D . Wy, | o' | =0, en particular,
var, k= (@)1 R D R () |y (15)

La afirmacién queda demostrada.

Onservacton . Sea p(y) una funcidn arbitraria indefinidamente
dif iable en ¢l dominio V. Exami s la signiente funcién indo-
finidamente diferenciable en V:

w=1i n-1 "
Hy)=uy, , — E Yisbuw,— E Yinlyp, — 2 ?tl‘v,"'i"-’—'k- (16)
=t l=y =]
De los razonamientos arriba empleados se desprende que 8i los valo-
res de la funcién v (y) y de todas sus devivadas satisfacen las condicio-
nes (12}, en las que los nimeros v,, |« | = 0, estin definidos por las
igualdades (13)—(15), entonces

DR () |ymo="0 pura todo a, |a|=0. (7n

Asi pues, hemos mostrado gue si la superficic § estd privada de
puntos caracteristicos, los datos del problema definen univocamente
en § todas las derivadas de la solucién indefinid te dif inblo
del problema (1), (4), (5). Por consiguiente, en la clase de funciones,
definidas univocamente por sus valores y por los valores de Lodas sus
derivadas en S, ol pmbi‘oma (1), (4), (5) tione vna idnica solucidn.
Una de tales clases es la de funciones analiticas, Mis abajo en cste
pérrafo serd mostrado que en la clase de funciones analiticas el pro-
blema (1), (4), (5) con datos analiticos es resoluble.

Obsorvemos que a diferencin de una ecuacién ordinaria, la condi-
cién de que en esta situacion tan genernl los datos del problema sean
analificos (si no se impone n los cooficientes de la ign (1) limi-
taciones adicionales) es en cierto sentido necesaria para gue el pro-
blema pueda ser resuelto. En determinadas condiciones una ecuacifn
@n derivadas parciales con coeficientes indefinid te dif i
bles y un término independiente puede, en general, no tener solucio-
nes. He aqui un ejemplo, proporcionado por G. Lovi, que demuestra
esta afirmacion.

B1EMPLO 1, Lo ecuacién diferencial

U yxy + Tltagey + 20 (7 + iTg) Uey = [ (23) (18

no tiene soluciones, que puedan diferenciarse continuamente dos ve-
ces, en ningin entorno del origen de coordenadas (del espacio f),
si la funcitn de valores reales f (z;) no e2 analitica.

Para demostrar esta afirmacitn basta, evidentemente, comprobar
que la ecuncitn

ths o Uty o 21 (2 1) 1y = ] () (19)



§ 1. FROBLEMA DE CAUCHY. TEOREMA DE KOVALEVEEAYA 23

no tiene soluci difi iables conti te en ningiin entorno
del origen de coordenadas.

Supongamos, al contrario, que para algunos R >0y i >0 en
el cilindro @ = {x} 4+ 23 << B, |z; | << H} ecxiste una solucién
u (z) de la ecnacién {19) con la funcién f {z,) de valores realesno ana-
liticn_en el intervalo |2, |<<H y que esta solueitn pertencce a
€1 (). Entonces, la funcién u, (p, ¢, ;) = u (p cos g, psenq, z,)
en el paralelepipedo I = {0 <p<<H, 0 <@ <2m, |2, |< H)
serd ln solucidn de la ecuacidn

e’ l? 1% 4 2Upetiigyg, = | (xa),

siondo u, €€ () ¥ w, (p, O, z,) = 1, (p, 2n, z,). Integrando esta
igualdad (eon p y x, fijados) respecto a g € (0,2x), llegamaos a la con-
clusién de que en cl rectingulo K, = {0 <<p< R, |z, |<<H} la
funciim

n

s (e, z.]l-‘[ w(p, 9, &) ewdg
ug (p, 23) € €1 (K,), satisface la ecuacién
tzp -t 2iptegey = 21f (7).
Por eso, la funcion

vir 23} =V7uy (VF, z,), pertencciente a €' (K;) 1 € (Ky),

donde K, es el rectingulo {0 <r < R* |z, | << H}, serd en K, la
solucion de la ecuacion

o 4 vy = af (25),
o, lo que es lo mismo, de la ecuacitn

(v0r 2+ in THE)d§),+i(l'(r.:,!+mi’f(51di)q=o,
L] L]

Mas, Ia altima ecuaeidn es la condicitn de Canchy—Riemann para la
funeidén

w(r, 25 =v(r, 25)+ ia‘f f(E) dt.
(]

Por consiguiente, la funcién w (r, ;) es analitica en K, v en _f(l o5
la funcién continua de la variable complejn r + iz, w(r, z,) =
= g (r + izy). Comn feg |, = 0, resulta, de acuerdo con el prin-
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eipio de simetrin, que la funcién g (r -+ fr,) admite nm’?ralonga-

cion analitica al recténgulo K, = {|r | << ¥*, |z | << H}, y, en

particular, en el segmento {r = 0, | 25 | <= K} es una funcién sna-
?

litica respecto de x4 Pero, g | mp = i@ | f(E) d§ por lo que la fun-

cifn f {z,) tambidn es analitica para |z, | << H, lo que contradice a
la suposicidn.

Observemos que el plano z, = 0, por ejemplo, no contiene puntos

i para ln ion (18). De este modo, cualesquiern que
sean las funciones iniciales, el problema de Cauchy para la ecuacidn
(18) (con datos iniciales dados en el plano 2, == 0) no tiene soluecio-
nes én ningin entorno que contenga el origen de coordenadas,

2, Funciones analiticas de varias variables. Sean @ un domi-
nio n-dimensional del espacio H,, y g (z), vna funciin de valores
complejos definida en Q.

La funcién g (z) se llama gnalitica en el punto 2° € (), si en cierto
entorno [/ de este punto se representa por una serie de potencios
absolutamente convergente

gl@=2 3 ... X far.canlBm—2) . (=2 =
eyl oy=0 an=0
=galz—2)% (20
donde c= (g, ..., %), (F—2%%=(z,— 2™ ... (Za—25)™"

La funcibn g (z) se denomina analitice en un dominio, si ez anali-
tica en cada uno de sus puntos.

Supongamos que la funcién g (z} es analitica en el punto z° € Q.
Entonces, en el cubo Kﬁ(f}-é|zi—:?|€ﬂ'. Lrdy o B}
se representard, para cierto B =0, por la serie (20) abzolutamente
convergente (en Kp (z%)). Ya que una serie de potencias absolutamen-
ta convergente en K (2°) converge uniformemente, junto con todas
las derivadas, on cualguier subdominio estrictamente interior K del
cubo Kg ("), K&Ky (2%, glz)eC=(K) vy, por consigviente,
£(z) €0 (Kn (). Ademds, es obvio que go = e':rD“ g (2",
donde el = a;l . . . a,l, esto ez, la serie (20) es la de Taylor de la
funcifn g (z) en el punto 2° De aqui se despende que una funcién ana-
litica en el dominio @ se define univocamente en todo el dominia @
medianta su propio valor y los valores de todas sus derivadas en un
punto arbitrario de @, en particular, si en algin punto de  olla se
anula junto con todes sus derivadas, entonces g (z) =0 en Q.

WMost que si la f g () es analitica en el punto z° € Q,
serd también analitica en cierto entorno de este punto. Para ello es su-




§ 1. PRODLEMA DE CAUCHY. TEOREMA DE KOVALEVEKAYA 25

ficiente demostrar que si Kp(z") es un cubo en ol que la funecién
g (z) estd representada por la serie (20) (absol con )
entonces g &) es analitica en el eubo Kgpy (z9).

De la convergencia absoluta en Kpg (a") de la serie (20} se deduce
gue para todo p €(0, R)

g,mwu,{m_ (21)

Tomemgs un punto arbitrario z* € Kgys (z%). Entonces, para todo
z € Kpjs (2') tenemos

g(@)=2lga (’Ea Ca o —a)™ (=2 "
= l-
s (B € ) (e =
Pa=

o & P
=E§! cre Egafu‘,-v-ci:x
« =0 Fp=0

X (n—a"t . (@) @ =)L (=)t e

Ya que en todo 2€ Kppe(z'), pora cualesquiera aw= (g, ..., &),
P=(Puy vues Pohy Pi=<n, E=1, ..., 0, so tiene:

[ O e €S O O P
lal { Ryi®l g B ylal=1pt Rylal 1
<le12*!(5)" (7)) =leal (7)) " g
¥y como, en virtud de (21), la serie

? ?Ig.'l(-f—]mgl—,= 2“%} 1gal () "' < o0

la funcién g{z} se representa en Kps (') por una serip ahsoluta-
menle convergente

g (&= 2 gy (z—=",

donde
6= - 3 gaCid (e —a)™ ™ L OO (ah— )™
b i | n~'n

Por consiguiente, la funcién g (z) es analitica en ol punto z' y, por
{u;tanl.n, debido sdln arbitrariedad de =' € Ky (.z“{ en Kpp (29,
ali in quoda 4 trad
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Una funcién de valores reales g (2) = 2 g, (z — =), analitica

en el punto 2%, se lama mayorante de la ilir;lﬂﬁ.ll g {z) (de 18))en el
punto 27, si para todes los 2, |a | 20, | ga | < ga-

Sea {ga, | | =0} una ion numérica pleja para la cual
existe una sucesién numérica real {g,, |« | 2 0} tal quo para cual-
quier e, |& | >0, tenemos | g, | < g, v la serie X g, (z — 2%
es absolulamente convergente en cierto entorno del punto z°, Es avi-
dente que en este caso la funcibn g (2) = X Z, (z — 2%% es anali-

s =
tica en el punto = y la funecién g (z) = ¥ o lz— 2% serd su mayo-
o

rante on el punto =°

Es también obvio que cualguier funcidn analitica en el punto z°
tiene en este punto su mayorante. A titulo de mayorante de la fun-
cibn giz) de (20) se puede tomar, por ejemplo, la fimcidn
2 | ga | {z — %" La mayorante de la funcidn g () de (20) puede
o

también constrnirse de la siguiente. Supongamos que para
cierto B = 0 la serie (20) convorge absolutamente en el cubo Ky {‘L‘)
Tomemos algin p en el intervalo (0, R). En virtud de (21), existe tal
M positive que | g, P12 << M, es decir, | g, | << M/p!®! para todo
a = (&g, -« -y @,). Bsto significa que en el punto 2% la funcién
=3 AM {z— 0y M
rilr) = =

¢ § oo (,_n%ﬂ)__,(i_:::.i}
rante de la funcidén g(z). También seri la mayorante de g(z) en
el punto %, para cualquier N =1, la funcién

seri la mayo-

M
PR T R N 231+ N (2 —27)

glo) =

dudo que para todo o= (%, ..., %) s cumple la desigualdad

Non |
e

3. Teorema de Kovalévskaya. Estudi aqui el probl de
Cauchy en la clase de funciones analiticas, o sea, consideraremos las
soluciones del problema (1), (4), (5), analiticas en el dominio @ o en
alguno de sus subdominios € que contiene la superficie S. Vamos a
suponer que los datos del problema (1), (4), (5) son analiticos, es
decir, que en (@ los coeficientes y el término independiente de la ecna-
cidn (1), asi como también la funcion F de (3) (que define la ecuacién
de la superficie §) son analiticos, mientras que las funciones
L (=) . .., la (%), uy (%), 1, () son analiticas on § (esto es, las fun-
ciones & (z (U)), . -« I (@ (¥), e Gz (8)), 4 (z(y)) son analiticas
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en el dominio (n — 1) —dimensional 2\ = ¥V [} {4 € Ry, tin = 0},
siendo z (y) 1o reprosentacion, dada por Ia formula (6), de un entorno
U/ del punto arbitrario 2" € § en ¢l entorno V del origen de coordena-
das), Ha de recordarse que la solucidn del problema, los coeficientes
v el tirmino independicnte de la ion (1) , asi como las fuuciones
iniciales se expresan en valores plejos;  las denad
L)y o oo by (2) del vector (x) y la Tuncién F (x) tienen valores
venles, Be supone que la superficie § estd privada de puntos caracte-
risticos para la ecuacion (1).

Domosteemos, en primer lugar, el teorema sobre la existencia y
idad de la =oluciin de este problema.

TeoREMA 1 (leoremn de Kovalévskaya). Supongamos que los datos
del problema (1), (4), (5) son analiticos y la superficie § no liene punios
caracleristicos para la ign (1). Entonces, para lguier punio
2 € 8 existe un entorno U de este punto en el eual el problema tiene
solucidn analitica y en ningun entorno del mismo punto no puede haber
mds de wna solueidn analitica del problema.

Hecordemos (véase ol punto 1) que por el problema (1), (4), (5}
en o} dominio 7w se entiende un problema que Liene por fin hallar
en L una solueidn u (z) de la eonacidn (1) que satisfaga las condicio-
nes iniciales

uni

U gy =g, =y, donde S;=80Us.

oy
T |ss
Ademis, se supone que ol entorno {7, es Lan pequeilo que Ta super-
ficie 8, la divide en dos dominios dispintos.

Sea 2® un punto arbitrario de In superlicic 8. Exominemos la
representacion bivnivosa (6) de wn entorno suficientemente pequeino
£ ile este punlo en el entorao ¥ odel origen de ecordenadas, o sea de
n dol punto 2%, Come los dates deb problemn (1), (4), (5) ¥
neiones F (g}, i =1, ..., n— L son analiticos, ol problema
ichy (1), (4), (5) en el dominio I se transforma en el problema
lente (S)—(1(h ten el dominio V) con dates analiticos, Para
demnstear el Leorema 1 basla mosl gue el origen de courdenadas
cuenia con lal entorno Voen ¢l gue existe sulucidn analitica ¢ (y) de!
lema (8)—(10) ¥ gque esta =olucidn ex Gnic

Ante todo d t 1a unicidad de la solneion. Supongamos
que enwn entorno ¥, del origen de coordenadas existe la solucidn
avalitica v (y) del problema (H—(10). Ya gque v (g EC™ (V) de
Ins razonamientos expucstos en el punte 1 se deduce que en Ja super-
ficie 2] los datos del problema definen univocamente los va lores de
todas las derivadas D% g, | | = 0. En particular, son univocamenle
definidos todos los valores de D% (0), [e | = 0. Por lo tanto (véase
ol prnte 2, la solucion ¢ {y) esti nnivocemente definida mediante los
dades dol problema en ol dominin V. Lo undeidad goeda demastrada,
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Praced alad tracién de la exi ie. Aato todo note-
mos que es suficiente demostrar la existencia de tal funcién v (y),
analitica en ol origen de coordenadas, es decit que debido a las pro-
piedades de funciones analiticas (véase el punto 2) ésta serd tam-
hién analitica en cierto entorne V del origen de coordenadas, que es
la solucién del problema (2)—(10) en V.

Segriin los datos del problema (8)—(10), las ecuaciones (12)—(15)
(véase el p. 1) definen (unf te) lo- ni Ve (&7 = 0.
Mostremos que la serie de potencias

%‘m’afﬁo (22)

pserits.  formalmente, representa en si una funcidn analitica en el
origen do coordenadas., La suma de esta serie {(designémosla o (),
abzolutamente comlfergante en un entorno V del origen de coordenadas,
serd | t 1o geltiotte: Tascad

Efectivamente, de (13) se desprende que el valor de la funcién
vy, 0, analitica respecto a ¥, ¥ los valores de todas sus derivadas
Tespectn a Uy, . . .. Yooy coinciden, cuando y* = 0, con los valores
correspondientes de la funcidn v, (') que es analitica respecto a y'.
Por consiguiente, en 2= V[ {¥ € Aoy, Yn = 0} tione lugar la
identidad v (y', 0) =uv, (). Anilog , de (14) ob que
en 2, vy, (4", 0) =, (). E1 hecho do que la funcién v (y) satisface
en ¥V la ecuacion (109, puede prob del modo siguiente. Exo-
minemos la funcién H (y) que es analitica en 17 y esté definida por la
igualdad (16) en la eual v (y) se ha sustitnida por la funcién analitica
examinada (22), De acuerdo con la observacién en el punto 1 y gra-
cias a la debida eleccién do los nimeros v,, | = | = 0, tienen lugar
lae igualdades (17), es decir, la funcién H (y) ¥ todas sus derivadas
son nulag en ol origen de coordenadas. Por lo tanto, la funcién H (y),
analitica en V, es idénticamente igual a cero (H (i) ==0). Lo dlti-
mo implica que en V la funcién v (y) satisface la ecuacién (10).

Asi pues, hemos do demostrar que la sorie (22) es absolutamente
convergente en alglin entorno del origen de coordenadas. Es sufi-
ciente mostrar para ello (véaze el p. 2) que cn el origen de coordena-
das existe una mayorants para la serie citada.

El problema de Cauchy (en V) con datos analiticos

=1

e e =] e 2 " . ol

Ve =, § oyt B Tinby, + B iy 70+ 6 (10)
Dlyymo=1a () @
Tyl == 02 () 0
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lo llamaremos problema que mayora el problema (8)—(10), siempre
que los dates indicados son mayorantes en el origen de
coordenadas de los datos correspondientes del problema (8)—(10).

Si el problema (8)—(10) tiene solucién analitica en el origen de
ecovrdenadas, a saber:

v(y) = g i, ()

ésta es la mayorante en el origen de coordenadas para la serie (22),
¥, por lo tanto, la serie (22) representa en si una funcién analitica en
el nﬂgen de uoordsnndns

Lad acion de esta cil en la comp
de que las desigunldades | v, | = v, son vilidss para cualguier o,
lzl=0. Segiin la definic,ién de problema mayomnle. lns funcjom
Uy ¥ 4y son mayorantes en el orlglm de coordenad
Ug ¥ My, respecti te. Por gui (viase (13) y (H)). para
todos losa’, &' | =0, |Var, o | S Var, 0 ¥ | Zar, 1 | 2

Supongnmos que para cierto k=1 han s{da ya demosl.mlas las
dsa:gunldades |Var, 4| Var, s Para cualquier s, 0<<s<<k—1, ¥ cual-
quier &', |a'|=0. Mostreins quo en osie caso tambidn |ve 8|
= Va,n |2 [=0. Bn virtud de (15) tenemos

A-2
. A= Upe, e Upr ' he
Vo', In'ls§'l+l W, h=1Ups, ke '+..Enm|-—|za-|1.= BV, ot et a
Y
Pan= T T oW er bt e
Hurih |nr|s§-1+l pronetitpnest §n R
donde
has p = mm DM (),
T, n =m DT ),
¥ las constantes ep. , binaci lineales con no

negatives de los valoms que en el origen de cnordonldu toman las
derivadas de los cooficientes do la ecuacién (10), mientras quo Ty, »
son las mismas combinaciones lineales de las derivadas correspon-
dientes (Ino negativasl) de los coeficientes de la idn (10).
Como el problema (8)—(10) es mayorante para ol (8)—(10), entonces

Vhar, 6| T x ¥ [pe, | ST, o Por consiguiento, [varu|<< Tar, e
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De este modo, para demostrar que la sevie (22) es absolutamente
convergente en cierto entorno del origen de coordenadas, es sofi-
ciente construir el problema mayorante (gi-«{lfl] que tenga en ol ori-
gen de coordenadas wna solucién analitica. Al construir el problema
mayoranle, serf mis comodo que las condiciones iniciales (8) v (0}
sean homogéneas:

& [y =0 (B)
Yy, ly,=0 =0 (%)

Observemos que para demostear la existencia de Ja solucidn ana-
litica del problema (8)—(10) basta demostrar que existe la solucidn
analitica w (y) para ol siguicnte problema con condiciones iniciales
homogéneas:

n=t net "
L L .l 3y Ry T

Wy v, — ,_,zi,.r'}w’i”_‘gi Yintly, ‘21. Tttty —yw —h' =0,

|y, =0 =0,
Wy, [u..-o =0,
donde
n-“l =1 l_|'1
W= bty o+ 2 R ‘E‘ VinWy, + [2;‘ Py, +vo’s
L = - o
w' () = vy (y") + yavy (")
Efeclivamente, os ficil adveclir que si w es una solueibn anali-

tica deol problema citado, v = w+ w' serd la solucidn analitica del
pmiil,lnmn (8)—( 10).
or

, las lici iniciales (8) v (9) pueden con-
siderarse homogéneas, es decir, es suficienle construir un_problema
may para el probl {8y}, (8. in) Comn los coeficientes ¥
el término ind te de la {10} su liti en el

origen de l:onrdonad.nw entonces (véase el punto 2! a titulo de ccua-
cion (10) del problema mayorante se puede tomar la ecuacién

= o
Bntn = TR b e T N
"
[u-l - n=1_ '!‘ - Jig
® ”?:I lﬁr,v,'i‘ |§ Yy p, Exl vy v 1)

para ciertos p=>0, M=>0 y N=1 Harhilrario‘ Examinemos las
soluciones v=Y (1) de la ecuacién (D), que sélo dependen de
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EL—-*J:""—M-’-“—- = n. Todas ellas son soluciones de la ecuacién
ordinaria

»_AY'+B({Y 41
pr=STLD, (23)
_ Mpin—1i+K) L o Min—tp
en la que A -—f———"ﬁ., ., B T-";_' a=1 —";T")'

—%_ Elijamos N tan grande, gue ol nimero a sea posi-

tive, D<ta<1.
Tomemos la solncidn Yol 11) de la ecuae]én (23] que satisface las
Y, Y, (0} = 0. Los coefi-
cientes de la ecuamén (23) son analiticos pum \1 = 0 (incluso cuando
| 1 | << a). Por eso, no es dificil convencerse de que la funcién ¥, (q)
es tombién annlitica en cero®). Ya sabemos que todas las deriva-

son positivas en el punto n=0. Asi pues, en

das de la funeién nlq

virtud de (23)
I"""}’r"""}j;a-ﬂ para  cualquier k=0, 1,
e
Do este moido, la funcién & (y), - Y, ("'_*"'p&) i
anolitica en el origen de rdenadas, es la solucion de la id

l‘m) y todas sus derivadas en el origen de coordenadas son no negati-
vas. Hemaos, pues, construido Ja solucién analitiea del problema de
Canchy, la que mayora en ol origen de coordenadas el probloma
(8g), (95), (10). El teorema queda demostrado.

Del teorema 1 se deduce la siguienle afirmacion.

*} He aqui el procedinento mas ficil para convencerse de esto. Conside-
FEMOS UnA ecuacin

= 1 ., mF=1 -

'y'__‘,_“(,ﬂ'-‘ 1== ,' )
cuyos los o ifn (23)
(dado que 0 < & < 1.1 La couachin (Z3) es |l de Euler para I|a Ium f6n ¥ 4 1.
La solucién de la i fii} quo satisfaco lns condi les 7 (0) =

-F ()0 e ¥, :u}-ﬂ!_:’2 log i — nla)® — o3 (t — nla)™]—1,

fnlaquegy = 1 — ALY TT— APF dBl2 ya, =1 — A — VI—APF
t ﬁ%n‘. Esta =solucién cs analilica vn cero ¥ mayora en ¢l punto =10 la
neldn ¥y ().
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Tropesa 3. Supongamos que los datos del problema (1), (4), (5)
son analiticos y la superficie 5 no tiene puntos caracteristicos. Enton-
ces, existe un dominio @' (Q' <= (), que contiene la superficie S, en el
cual este problema tiene una selucidn analitica, y en ningidn dominio,
que contenga la superficie 8, no puede haber mds que una solucidn ana-
litica de dicho problema.

Ante todo indig que la afi ién sobre la unicidad de la
solucidn se deduce i diat te del 1 y da las propleda-
des de las funciones analiticas.

D la exi ia de la solucién. Del 1 so des-
prende que para todo punto 2° de la superficie S existe un entorno en
el cual el problema (1), (4), (5) se resuclve de manera univoca. No es
dificil ver quo haciendo disminuir cada uno de los entornos Ug,
2" £ 8, se puede obtener un cubrimiento ]{U‘I.. z* £ 8} de la superfi-

: pladad: =i 1a i r

cie S que posee la sig i de dos entor-

nos cualesquiera no es vacia, serd un conjunto abierto en el cual cada

componente conexn contiene los puntos de § (es decir, esta inter-

seecitn so representa como la unidn de una cantidad a lo sumo nuwme-

aabla de dominios disjuntos cada uno de los cunles contiene puntos
e S).

En efecto, examinemos en Uy una bola {| x — 2° | << rp} de ra-
dio ry = ry (z°) > (0 lo suficienternente pequefio para que el ingulo
formado por las normales a § en dos puntoes cualesquiera de la inter-
seceitn de la bola con la superficie S, sea menor que /4. A titulode
U tomemos el dominio {z r =2+ tn(z), 2 €8 {|z—2" | <
< ryfd}, t € (—By, 8;)}, donde n (2"} es una normal a S en el punto
2% ademds, vamos a considerar que &, = 8, (z%) << ry/4 es tan pe-
guofio que por cada punto de este dominio pasa una soin normal a la
superficie S ] {|z— #° | <<ry} (es decir, pora todo punto x €U
axiste s6lo un punto z'(z), pertencciente a S[) {|z — 2% | <<r.}
tal gque z pertenezca a la rectn {z: x = 2' + n(z') £, L€ My} hor

idente que el cubrimi { Uz, 2° €5} do la saperficie é es el
que_buscamos,

Puosto que para tode 2° £ S se tiens U = Uk, en el U existe
o finica soluciém analitica del problema (1), (4), (5); designémosla
mediante by, (), Seflalemos que si z° y =' son dos puntos arbitrarios
de la superlicie § v si, ademds, Ui | Uh == @, entonces en
U [} Uia tensmos g (¥) = uxn (). Por consiguiente, en ol domi-
nio = 1] Ui, @' =@, la funcibn analitica u(z) puede determi-

2965

parse, para z & U, por la igualdad u{z) = (). La funcién w(z)
es la solucién apalitica buscada de la i6n (1), (4), (5) m&.
El teorema gueda demostrado.
En caso de que la superficie § no cont puntos y
vk tra que el probl de Cauch
@

el de K ya nos T
para una ecuncién en derivadas parciales de segundo orden que en

fatl,
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punto 1 fue planteado por analogia con el probl de Cauchy para
la ecuacidn ordinaria de segundo orden, es realmente andlogo a éste
dltimo en detecminad ido. El de Cauchy, ido en
la teoria de ecuaciones ordinarias, afirma que la ecuacién ordinaria
(2) eon coeficientes analiticos en el intervalo e <<z =<1} ¥ un tér
mino independiente tiene en cierto entorno del punto z°, en el que
se dan las condiciones iniciales @ << 2 << b, una solugién analitica
imica que satisface estas condiciones iniciales. El teorema de Kova-
lévskaya es una generalizacién del teorema de Cauchy con arreglo al
caso do ecuaciones en derivadas parciales: si la superficie 8, en la
cual vienen dadas las condiciones iniciales, no tiens puntos caracte-
risticos y los datos del problema (1), (4), (5) son analiticos, entonces en
cierto sentornos de la superficie S el problema (1), (4), (5) tiene una
solucién analitica Wnica.

Sin embargo, no existe la analogi pleta entra el probl de
Cauchy para las ecuaciones ordinarias ¥ el mismo problema para las
ecuaciones en derivadas parciales, ni mucho menos entre la teoria
de las ecuaciones ordinarias y la de las ecuaciones en derivadas
ciales: en este Gltimo caso la sitvacién es mucho mds compleja.

En el punto 1 hemos mostrado que si la superficie S tiene puntos
caracteristicos, la existencia de la solucién analitica (e incluso una
solucidn que sea i dif inble dos veces) del probloe-
ma de Coauchy no puede ser garantizada: si el punto 2° € § es carnc-
teristico para la ecuaciém (1), existen fuociones iniciales uy ¥ u}
(suaves e incluso analiticas) de tal género que en ningin entorno [
de este punto no existe la solucifa (de C* (L)) del problema (1), (4),
(5). Se ha sefialado, ademds, que si la superficie § es caracteristica,
pueden surgir tales circunstancias en las cuales el problama de Cau-
chy debe plant por logia con una ion ordinaria de
primer orden (por ejemplo, en el capitulo VI it el pro-
blema de Cauchy en relacién con la ecuneitn we . — u, = f(z),
para la coal la recta x, = ) es una ica; segiin .
probl en la bisqueda de la solucidn de esta i6n en
el semiplano z, = 0 que snlisfnfa una condicidn inicial, u saber,
1t |g,mq = Uy (£,)). Como ilustra el siguiente ejemplo de Kovalévaka-
va, en este caso tampoco =e garantiza la existencia de la solucién
analitiea, aunque los datos del problema son analiticos.

EsemeLo 2, No existe en el origen de coordenadas una solueidn
analitiea de la ecnacion

Uz, — Uiz, =0,

que satisfaga la condicién inicial

i
¥lema =TT
3=-0371
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Se prueha inmedi te que si la solucién analitica de este
problema existe en el origen de coordenudus:

Uz, Ty) ’=&(En Uy, 2125

entonces, los coeficientes  ug,a, tenen la  forma g, =
-4

.-=‘-“:-’5"—"2‘T"l’l{—ﬂ"*‘ ¥ Uzeps,n =0, para =0, k=0. Pero, en este

caso la serie escrita no puede ser convergente en ningdn entorno

del ofigen de coordenadas, dado que diverge, por ejemplo, en

enalquier punto (0, ;) para 1,520,

Comeo es sabido, la =olucion del problema de Cauchy para la
ecuacidn ordinaria é?) depende continuamente de los datos iniciales.
Bl ejemplo de Hadamard, que se da més abajo, muestra que una
scuacién en derivadas parciales no posee, en general, esta propiedad.

soEnpro 3. En el cireulo Q={z]+2j<<1} examinemos el pro-
blema de Couchy

gy = — Mgy

U |yt = U, g = g~ Vigtnn,

o, Joymp = tip, 5 0,
donde n es ndmero natural (es evidente que la recla xp = 0 no tiene
puntos ¢4 isticos para la N Uy = —uf®), Es facil
comprobar que la solucitn de este problema (inica en la clase de
funciones analiticas) tiene la forma u = t, (z) = e” V" ch nryein=,
Por consiguiente, para cualquier punto z=(zy, x;) del circulo @
que no se encuentre en la recta inicial x, =0, tenemos:
|tn (%} |-+ 00 cunndo n—+co, a pesarde quou,._%z,}-ﬁ”u,. ol=
=e- Vi) g, incluso cualquiern que sea k=1, ﬁ--‘!—pﬂ cuando

n=+o0 de una manera uniforme en [—1, 1].

Ademés, es bien sabido que cualquier ecuacion ordinaria (2) con
coeficientes continuos en wn intervalo determinado ¥ wn término
independiente si tiene soluci {por todo el intervalo). En
cuanto se refiere a las ecuaciones en derivadas parciales que hemos
considerado hasta ahora en una situaciéo tan gencral, una afirma-
cién anéloga no tiens lugar: como muestra el ejemplo de Lovi (citado
en el punto 1), oxisten ecuaciones de segundo orden en derivadas

llulm que no tienen ni una sola solucién en ningfin entorno de
ciorto punto; ademds, no hay ning clase de dici referen-
tes a ln idad de las coeficientes (incluse la naturaleza analitica
de ellos) que garanticen la exi ia de la solucién, sea el lérmino
independiente tan suave como se quiera (incluso si es indefinida-
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mente diferonciable). Por lo tanto, al estudiar soluciones no analiti-
cas de una ecuacién lineal de segundo orden en derivadas parciales

itamos diei dicional lacionadas con la estructura
de la ecuacién. En el pirrafo que sigue vamos a desfecar ciertas cla-

ses de que a
§ 2. Clasiflicacién de las ecuaciones
diferenciales lineales
de segundo orden
En el domini di ional i una ién dife-

rencial lineal de regundo orden en derivadas parciales
n n
fu= 3 ay(@) g+ 2 alD) g +alniu=fz) @
iy =i 1

Sean los coeficientes ay (), i, f =1, ..., n, de valores reales y
supongamos que las solucionos de la ecuacidn (1) pertenccen a C2 (.
La matriz A (z) = || ay; () ||, compuesta por los coeficientes de las
derivadas superiores del operador ¥, puede considernrse simétrica.
En efecto,
E Byl = 2 "?}“S{!J & 2 “‘i'!"x,xj'

donde u“,---;-(a”+u,,h ﬂ';jﬁ-i-{ﬂu—a"]- Puesto que  teq =
=iy, S0 tieno que En'uuzmno: por eso gy z o=
az‘,a;,u,,ﬂ. siendo lo matriz ||aj; (z) || simétrica.

Sea 20 un punte arbitrario de @ y sean X, (2%), . . .. &, (z7) los
valores propios (evidentemente reales) de la matriz A (). 'besigne-
mos con n, =ns(a®)el nimero de los valores propios posilivos;con n_ =
= n_{2", el nimero de los valores propios megalivos; con ny, =
= n, (2", n=ny + n_+ n, el nimero de valores nulos,

La ecuacién (1) se denomina ecuacidn de tipe eliptico en el punio
2 (o, simplemente, eliptica en ¢l punto x°), si ny = n. G n_ = n. Una
ecuncibn so Damn eliplica en el conjunto E, E < Q, si s eliptica en
todo punto de este conjunto. Ejemplo de ecvacion cliptica en Ry
es ln de Poisson

Au=j,

donde n-=%+ +£ es el operador de Laplace.

Ta ecuacién (1) so denomina hiperbdlica en el punto 2° € @ (ecua-
cidn de tipo hiperbdlicoen 2®) sing = n—tyn. =1, bsin, =1y
n_=n—1, Si Ja ecnacién es hiperbdlica en todo punto del con-
junto B, E = @, se llama hiperbilica en E. Ejomplo de ecuseibn

s-
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hiperhélica en todo el espacio R, de las variablesz,, ..., 2, &5 la
ecuacion de onda

Uggry =t -oo Fls

La ecuacion (1) so denomina ultrahiperbiolica en el punto 2° si ny =
=0y 1<ng<n—1 La ecuscion (1) es ultrahiperbélica en E,
E = @, s es ultrahiperbélica en cada punto de £. La ecuacién

ez U e, — U, — Uz = ] ()

ez ultrahiperbdlica en todo el eospaciv R,

La ecuacién (1) se denomina parabélica (o ecuacidn de tipo para-
bélico) en el punto 2° € Q, si ny = 0. La ecuacidn (1) se llama parabs-
lca en el conjunts E— (}, si es parabélica en todo punto de E.
Ejemplo de ecuacién parabblica en todo e) espacio R, de las va-
riables z,, . .., Z; es la ecuacién de conduccién de ealor

B b coe bl o =ty =1 (2

Por supuesto, el tipo de ecuacidn no tiene que ser necesariamente
el mismo para todos los puntos del dominio, Por ejemplo, la ecuacidn
de Chapliguin (n = 2).

ez + T (21) e, = f (),

donde la funcién T (z,) es positiva para z; =0, nogativa para
z;, <=0 e igual a cero para z, = 0, serd eliptica para 2, =0, hiper-
béilica para z, =<0, y parabélica, para z; = 0.

Recordemos (véase el punto 1, § 1) que la superficie S, ubicada
en @ y definida por la_ecuacién F (z) = 0 (la funcién de valores
reales F € C' (@) v | WF |5= 0 en §), se llama caracteristica para
la ecuacién (1), si en todos los puntos z € §

(A (z) TF, ¥F) = 0. 2)

Si 1a ecuncién (1) es eliptica en Q, la matriz A (z) serd positiva
o negativamente definida en cualguier punto z € Q. Esto significa
que 1a gouacién (2) s6lo puede tener lugar cuando | VF | = 0. Por

igulente, las i elipticas no tienen snperficies caracte-
risticas {todavia més, no existe ninguna superficie S que contenga
un 2olo punto istico de la i6m eliptica).

Siendo la ecuacién (1) hiperbblica an @, se puede mostrar que
por cualquier punto del dominio @ se puede trazar una superficie
caracteristica. Por ejemplo, en el caso de la ecuacidn de onda
Heg oo Ue iz, = Uayx,e 12 ocuacién (2) tiene la forma

N L

Fit oo +FL —FF <0 @)
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Esta ecuacién so satisface, en particular, por la funcién (z — =, m)=
=(z — &) my + ...+ (@ — ) my, donde es un punto
arbitrario de Ay, ¥ el vector m = (my, ..., my), |m | =1, esth
subordinado a la condicién m? + ... 4+ mh_; = mi. La ecuacibn
(2) también queda satisfecha por la fumcién (z — ) +. .-
o q— B — (T, — ﬂf"‘: donde z° es un punto arbitrario
de R,. Por lo tanto, el plano (z — z°, m) = 0 y la superficie conica
{2y — &P + . .« + (% — T5,P = (g, — 21)* son caracterfsticas
de la ecuacibn de onda. Para la ecuacién de conduccién de calor
Upe, oo T Uxy_x, = U, la ecuacién (2) tiene la forma

Fid ... +F; =0

Es avidente que cualquier solucién de esta ecvacién tiene la forma
F = @ (x,), donde @ es una funcién arbitraria continuamente dife-
renciable (@ =& 0). Por eso, las teristicas de la ifn de
conduccién de calor son los planos z, = const.

Sea z° un punto del dominio Q. Designemos mediante y = y (z)
W=y (& «+ o %)y E =1, ..., n)una transformacién que repre-
senta biunivocamente cierto entorno [/ del punto z° en el entorno V
que corresponde al punto y°, ¥* = y (%), é mediante = = z (),
una transformacién inversa a la primera. Supondremos, ademés,
que las funciones y; () € C* (I, i = 1, ..., n, ¥y que la matriz de

Jacobi J(z)= B9 || e 1a transformacién y=y(z) no esté dege-
(: 2

nerada, es decir, on U el jacobiano de la formacién es distin-
to de cero (det J (z) == 0). Designaremos la funcién u(z(y)) por

). Puosto que wg= 3 vyhs, gy = 3 Dy Yuny

+ 2} vy Ynx Eye entonces, despuds del cambio de vaviables la ecua-
cion (1) tomard la forma

\ 2, (2 0N vy, =F (¥, v, VO, 3

donde ay, ()= E a5 {2) Yne Yees ¥ F o5 una funcién que no de-
1, 1

ende de las segundas derivadas de v. Puesto que las matrices
Al)=lon (@I ¥y A =Ilay()i estin ligadas por la
econcién A (1) = JAJ*, ambas matrices, do acuerdo con el cono-
cido teorema do Algebra, tendrén igual ntmero de velores
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propios positivos, negatives y nulos. Esto significa que en todo

punto y £ ¥V la ecuacitn (3) serd del mismo tipo que la (1) en el

correspondiente punto z € U/, De este modo, la clasificacién de las

i de segundo orden, exp més arriba, es invariante

p a las t i sunves biunivocas no degeneradas

de las varinbles independiontes. Esta circunstancia puede ser apro-
vechada para simplificar la ecuacién éi)‘

Tomemos un punto arbiteario =° € Q. Sabemos que para la matriz

A (2% existo otra matriz degenerada T' = T (2°) =|| ty}, tal que

e 0
41, "
.. — e,
TA(Y) T* = A (2= 1 =1 e
s B T
0 0

Realicemos la sustitucién lineal de las variables independientes
y = T (z°) z. Como la matriz de Jacobi de esta sustitucion es igual
a T, entonces, como resultade de la transformacién, la ecuacién (1)
se transformard en la (2), en la que la matriz de los coeficientes de
derivadas superiores es ignal a T4 (x) T*. Esto significa que para
z = 7% la ccuacidn (3) tiene la forma

Byt o O v, TV e T P = Fiy

donde la funcion F; no depende de las segundas derivadas de la
funcién v. Esta se llama forma candnica de la cenacidn (1) en el
punto £

De este modo para cualguier punto r = 2 £ Q puede indicarse
una transformacién lineal no singular de las variables independiontes
que para = = z° reduce la ocuacién (1) a la forma canénica. Como
la transformacién depende sélo de los valores de los coeficientes que
tienen en (1) las derivadas superiores para z = z° entonces en el
caso do estos coefici son tantes en , la formacidn
lineal determinada reduce la ecuacién (1) a una forma candnica
en todo punto del dominio @ (dentro del dominio Q).

§ 3. Planteamiento
de algunos problemas

En este pérrafo vemos a inar algunos probl fisicos
que d a los probl para i dif iales en deri-
vadag A::'_cla[ea,

1. blemas de equilibric ¥ movimiento de una membrana.
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Coneid un probl que tiens por objeto eucontrar la
posicion de equilibrio de una membrana (pelicula eldstica fina),
que se encuentra bajo la accién de cierto sistema de fuerzas.

Supongamos que en cualquier posicion admisible la membrana es
una superficie, ubicads en el espacio (z, u) = (=, %5, u), que s
proyecta univocamente sobre cierto dominio Q del plano 2,0z, y que
20 define por la ecuscitn u=u (z), €0, en la que u (z) es una
funcién de la clase C*'(Q). Convengamos en lo siguiente: si u=
= p (z), T € Q, caracteriza una posicion admisible de la membrana,
cualquier otra posicién u = u (£) se obtendrf de la posicién u =
= (), desplazindose cada punto de la membrana paralelamente
al sje Ou.

Supongamos que la fuerza exterior que actiia sobre la membrana
es paralela al eje Ou y tiene una densidad continua f, (2, u) igual
af(z) —al(c)u (ln membrana se encuentra bajo la accifn de la
fusrza extarior de densidad f (z), z € Q, ¥ la fuerza de resistencia del
medio elstico cuya densidad, igual a —a () u, es proporcional al
desplazamiento y do signo inverso al de éste; a () >0 es el coeli-
ciente de elasticidad del medic). El trabajo de la fuerza indispen-
sable para desplazar la membrana de la posicibn g (z) a la u (=),
serd igual a:

wixd

g S fi(x, u) dude= ! [H:] (u{z) = (x}) —
Fix) Q

=22 (42 (2) — 2 @) | .

Pero la t ez, ademds, accionada por la fuerza interior de
elasticidad. El trabajo de ésta para desplazar la membrana de la
posicion ¢ (z) a la u(z) es

_S k() VTF[Ve= V1T [VoFlde
Q
(el trabajo de esta fuerza reducido al elemento (z;, z + Az) X
% {23, T + Az,) de Q es proporcional a la variacién del érea de la
superficie do aquella parte de la membrana que se proyecta sobre
ol citado elemento; el coeficionte k (z) =0 se llama tensién de la
membrana).

Si en los puntos del t. de la 1 estd aplieada una
fuerza cuyn densidad lineal se expresa por g, (z, u) = g, (2) —
— o, (2) u (o, () >0 es el coeficiente de In fijacién eldstica dol
contorno), el trabajo de eeta fuerza necesario para desplazar la
membrana de la posicién ¢ (x) a la u (z) es igual a

i[s: (#) (1 (2) = (=) — 243 (u? (=) — 4% (2)) | dS.
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De este modo, la cnergia potencial de la membrana en [a
posicidn wu(r) seri

U () = U () + g[k(:} (VI+VaF—VTH Ve +

+ =)~ (u—q) [dz+ ” =gt — g =) |45,

donde U () es la energia i 'de la brana ep la posicién .

Con el fin de slmpllf:car el problema supongamos qun el gra-
diente de la funcién wu (z) es pequefio en todas las posiciones que
puede veopar la mombrana v despreciemos los términos del orden
|Vu|* En este caso la energia potencial de la membrana en la
posicién u se expresa del modo siguiente

U=V (@) + 5 [0vup—1vep+

+3 (= v‘}—ﬂn—m}]dw j[«—(u’—qﬂ:—g. (u—g) ] ds.

5i u es la posicin de equllnlmn de la membrana, de acuerde
con ¢l principio de los plazomiontes, ol poli
{respecto a t)

PUOI=U (u+ )=
-_-.U{u}-l-![- i (kS VY + awp — fv) de + [ (G0 — gyv) :.I’.S] -+
o iy

+-g-"l (k| W 4 m) dz 4 5 olv‘dS]
ag

tiene, para t = (0, un punto estacionario, cualquiera que sea v dentro
de los limites admisibles. Por consiguiente, 1?01 =0, es decir,
para todo v € C* (@) la funcién u(:}. que describe la pmlr.idrn de
equilibirio de la membrana, 1:

! {kv::w+auv}d.:+j u.wd.sbj fodz4 I fwdS. 1)
e o L

Si el contorne de la membrana estd inmévil (sujecién rigida),
tn;las las posiciones admisibles de la membrana satisfacen la condi-
cidn

i fog =17 |ag- (2)

En este caso la energia potencial de ln membrana para una posi-
eién arbitraria u es igual (siempre que sc desprecian log términos
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del orden [Vu [*) a
Uw)=U(g)+ i [5 vup—1VeR)+ 5 (=% —r (u—a) ] d=.

Sea u ln pnslmﬁn de equilibrie de una membrana fijada rigida-
mente, Entonces, para toda v € €' (§) que satisfoga la condicién

vjsg="0, (3)

la funcién w + fv satisfard la condicién (2), cualguiera que sea f.
Por lo tanto, para todas las v de este género el polinomio

PO =U (utw)=U )+t | (kwuvo+ aw—jv) dz +
Q
+5 | | wopraryir
Q

tiene minimo euando ¢ = 0. Esto significa que para todos los v €
€ €1 (J) quo satisfacen la condicién (3), Ia funcién u (z), que describe
a posicién de la membrana fijada rigidamente, satisface la identidad
integral

| tkvuvo + aw) dz = j fodz. (4)
Q Q

En el ea'p[tulo V mostraremos que en el easo de que las lunciones
k, a, gy, f, g (e incluso gag, si la b estd fijada rigidamente)
estén sujetas a ciertas limil.af.iocles. las identidades integrales (1}

y (4) determinan las iinicas u (z), siempre que so pl
]n condicitn (2). Ademis demostraremos también gue =i el contorno
@ cs suficientemente suave, las funciones u (x) pertenecen al espa-
cio €* (D).

De inmediato, en lugar de las condiciones integrales (1) y (4)
hallemos Ias condiciones locales a las cuales debe satisfacer la
funcién buscada u (z), suponiendo que u () € C* (Q), k () € €' (),
Eg}ta%}ku =0, al(x)eC@), o {x)eC(8Q), g €CBQ), g€

Como, segin la férmula de Ostrogradski, para cualguier v €
ec (@
{ kvuvvdz = — [ vdiv (kvu) da + ‘, k2L yds,
Q
las identidades (1} ¥ (4) p‘i\eden sor de nuevo eseritas, respectiva-
mente, de In forma
S (div (kVu) —au 4 v dz— S {k%-!-o.u—g,) vdS=0 (1"»
Q "
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g{div (kVu)—au + flvdz=0. (49

Dado que la funcion div (kWu) — au 4 f es continua, de la identi-
<dad (4') se desprende la jgualdad

div (kVu) —au +f=0, =z€Q, (5)

la cual, junto con la condicién limite (2), nos proporciona las condi-
<ciones locales buscadns a las cuales debe satisfacer la funcién w (z),
si la membrana csté rigid te fijada. El probl de hallar la
solucién de la ecuacidn (5) que satisfaga la condicién Iimite (2),
s¢ llama primer problema de contorno (problema de Dirichlet) para la
wcuaciin (5).

Ya que en la (1) v{:} u! una funcuﬁn arb)trarxa de C* (G], onton-
oes, en icular, la 3),
que u (z) también atiniaee. en este caso, la ecuacién (5} Por consi-
guiente, la identidad (1') puede escribirse de nuevo del modo siguiente:

‘L {k 7+0'1“-"'8'1) vd§ =0,

Puesto que para cualquier funeién de C (3Q) existe una prolon-

gacién o Q, pemminnm a Ct (a) (véase p 2 54 cap. III), de la
Ailtima identidad

ool =g )

dnnds o=aqik » 0, g=g/k.
1 problema en que se busca la solucitn de la ecuacién (5), que
satisfaga lo condicién limite (6), se llama farcer problema de contorne
ra la ecuacidn { :;? Cuando o == 0, el tercer problema de contorno
leva el nombre del segundo oblmu de contorno (problema de Neu-
mann). La condicifn Hmite teno en este caso la forma

du
Wllﬂng‘ Y]
Da este modo, la posicién de equilibrio de la b se descri-

e por la solucié de la ifn (5) que satisface cierta condicién
limito. La ecuacién (5) es de tipo elipheo v se llama ecuacién de
-oqutuhria de la membrana.

ahora el probl del movimiento de la mebrana.

Soa que la funu’lﬁn u (r., t) onrumnzn la posicién de la membrana

«n el inst p las u {z, ) ¥
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vy {x. 2) (se supone (ue ostas de.rnrndu existen) determinan ln
la de la on el punto z € Q. La

poaicién v la velocidad de la b en el instante (inicial) ¢ =
estéin prefijadas, es deeir,
bl =Ye(z), TEQ, (8)
gty =1 (z), TEQ 9

Las condiciones (8) y (9) se llaman iniciales.

De acuerdo con el principio de d'Alembert, la ecuacién de movi-
miento de la membrana es la ecuaeibén de equilibrio (3) en la cual
f{x) estd sustituida por la funcién —p (z) uy + 1 (2, 8

div (kgou) —au + (2, 1) — p (2) e = 0,
Z€Q t>t, (10

(Agui, —p (z) 1w €5 1a densidad de la fuerza de inercia en el pun-
to z; p (z) =0, la densidad de la membrana en ol punto z, ¥ f (z, &)
e3 la densidad de In fuerza exterior dependiente, en general, de ).

Igual que en el caso estdtico, lag condiciones limites tienen la
forma (2), (6) 6 (7) (sogin soa el régimen dado en el contorno 8Q)
¥ se cumplen garn todos los valores de tiempo ¢ > t, que se consi-
deran. Los problemas en gue se busca la soluciin de Ia scuacibn (10)
para las condiciones (2), (3), (9): (7), (8), (9) (6! (8), (9) se llaman,
respectivamente, primero, seg y fercer miztos de la
ecuaciin (10).

De este modo, el movimiento do la membrana se describe por la
solucidn de la ecuacidn (10) ﬁe satisface las condiciones iniciales
y ciertas condiciones limites. La ecuacién (10) es hiperbélica (en un
espacio tridimensional) y se denomina ecuaciin de movimiento de la
membrana.

En el coso de una I extendida infini te (0 = R,),
la funcién u (z, t), que deseribe el movimionto de ésta, satisface
las condiciones iniciales (8) v (9) v es una solucidn de la ecuacién
(10 ) para todos los z € Ry ¥ £ >, Aqui decimos que u (z, f) es
un;\aﬂar.ién del problema inicial (problema de Cauchy) para la ecua-
ci ).

Si los coeficientes en las ecuaciones (10) y (5) son constantes:
kiz) =k, p{z) = p vy a(z) == 0, entonces las ccuaciones se Jlaman,
respectivamente, de onda:

;’;‘hh-&u:lr-(f—k'—r!-. TEQ, >y, uﬂy‘?,‘n (107

v de Poisson

du=—18 zeq. (59
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P En el caso de una variable espacial la ecuacidn (10') tiens la
orma

Sua—u,=LE0 e B >4 (10

Esta ecuacidn describe el movimiento de una cuerda dispuesta
sobre el intervalo (z, fi). Cuando z = (2, 7, T,), la ecuacitn

Sup—tumlEl  ze0. 1>t (107)

describe el mn\nmlenln del gos en el dominio @ (la funcién wu (x, 1)
caracteriza, por desviaci de la presién del
gas, respecto a Ia pmién “constante, que se observan en el punto
z €  en ¢l momento {). El nlimero @, en este caso, es la velocidad
de prnlgagucuén del sonido en e} gas.
blema de difusién dol l:.nlor‘ Supong: que una t
cia que g¢ en tra en el domi tridi ional () se caracteriza
por la densidad p (z) =0, 1a capacidad calorifica ¢ (z) =0 v por
el coeficiente de conductibilidad térmica & (z) = 0. Designemos
mediante u (z, £) la temperatura en el punto z € @ en el momento t.
Sea que la temperatura en el momento iniclal ¢ = ¢, es conocida:

ulz, lmtg="a(r), TEQ; (1)

so requiere determinarla para £ = £,.
Sea @' un subdominio de Q. En conformidad con la ley de Newton
la cantidad de ealor que pasa por el contorno @@ al dominio Q'
duranto el intecvalo de tiempo (ty, fg), tp << & <<(,, ©s igual a

1
j'dsj k(z)2Lds.
i Ao
donde n es una normal a #Q°, exterior respecto de @’
Si en el dominio @ hay fuentes de calor de la densidad conocida
f(z, 8, el incremento de la cantidad de calor en Q' durante el tiem-
po (. ty) serd igual @

T i

{ at j flz. x)n‘:+j dt S k(z)= ds

nooe P
y, por tanto, la amuién del balance térmico en @ tiene la forma
}dl’!rk(:}—-ds+ ]’m t)dz =

-j € (2)p (2) (u {2, 1) —u (2. 1)) dz.
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B
Tomando en consideracion que u (=, b)) —u (2, t) = -3]-"- dt, y valién-
1

dose do la férmula de Ostrogradski, obtenemos
1]
{f a‘:! [c@ 0 @) 55 —div (k (2) Vi)~ (=, 8) ] dz 0.
1

Si I funcién integrando es continua en @, en virtud de la arbitra-
riedad del dominio @' y del intervalo (f;, ¢,) la Gltima igualdad
2 equivalente a la ecuacién diferencial

c@ o) H—divik (@) V) =f(z, 1), 2€Q t>tw (12)

Bsta es una scuacion del tipo parabélico (en el espacio de cuatro
dimensiones z,, %, %,, ). Cuando las funciones ¢ (z}, p(z) ¥ k{:)
300 wnshntes Ia ‘ecuncién (12} so llama ecuacidn de wnducr idn de

1 3
T L] ‘:p : (129
en la que a* = £'-.

Suhmwmu que Ia ocuacién (12) sélo es vilida para los puntos
dol d Q y sblo do ¢ >¢,. El compartamiento
do la fancién u (x, t) para ¢ = £, se prefija por la condicién inicial
(iﬂ. y tione que sor dado adicionalmente para z € 4Q. Se lmpone
ror do un probl fisico que ast
ligazén térmica entre @ v el medio exterior.
En ol caso més sencillo se da la temperatura u (z, ¢) en ol con-

torno 80Q:

u fag= fy(z, t) (13)
para todos los valores de ¢ quo se laran
tura serd descrita por la solucidn n{:, t) de ]a ecumién (12), que
satisface las condiciones (11) y (13
51 se conoce la densidad g, (=, l} del flujo térmico que pasa por
el cantorno #Q, la condicién limite, de acuerdo con la ley de Newton,
tendrd la forma

k(=) 3 | = g0, 0. (t4)
Si so conoce la temporatuca u, (2, f) del medio fuora del domi-

nio @, mientras que la densidad del flujo l.drmc.o 'A (::. t) por ol

contorno 8Q es proporcional a la de P

U lsg ¥ U lag, entonces, la dicién limite adqui la forma

kg4 | = o [ (15)
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donde k, (z) = 0 es ¢l coeficiente de intercambio de ealor entre el
cuerpo en cuestion y el medio.

Los problemas en que e determinan las soluciones de la ecuacin
(12) en las condiciones (11), (13); (11). (14); (11), (15) se llaman,

pectivamente, primero, segundo y tercer probl mixzios para
la ecuacién (12).

En el easo en que la sustancia llena todo el espacio Ry, @ = Ry,
la temperatura u (x, t) satisface la ecuncién (12) cuando § =&,
y la condicién (11), cuande ¢t = ,. En este caso suele decirse gque
w(z, t) vs una soluciin del problema inicial (problema de Cauchy)
para ln ecuacion (12).

PROBLEMAS DEL CAPITULO 1

1. Supbogase que una superficie § de la elaso 2 divide el dominio
dos dominios disjuntos, ¢* ¥ ¢, ¥ que la funcidn u (=) pertenece a €1 (i

f C'jO‘ L8N € (@~ &), satisfaciendo an @* y ¢~ Ia ecuncifn lineal de
segundo  orden

?_‘, gt 3 () uy Fatu=1 () u}
1, =1 fe=1

con coeficientes continuos en @ ¥ un término idependiente. Demuéstrese que si
para cualquier eutorno L9 de cierto punto =° € &, la funcién u (z) no pertenece
A £ (.0, entonces =% pa un punto caracteristico para la ecuacidn (1).

. Bupd que en el dominia bi L @ estd dada une ecuackén
lineal de segundo orden (1) con coeficientos analiticos y un término independien-
A3, las rectas L, y L. que se cortan en un punto =° € @, son caraé-
osta i i que ¢l prabl i de Gour-
10 do I solucidn u (=) de La iom Ty, quo eatisiags 122 condiod

-y, b h,'. = u; con funciones analiticas u; ¥ ug, tione en cierto
entorno del punto =° una solucién tunica en la clase de funciones analiticas

= ug (27},
5. Sea Jada en un dominio ¢ una ecuncitn lineal de segunde ordan con coefi-
cientes continmos, Demudstrose que: i
— i la ccuaerdn es eliptica (o hiperbélica) en algin punto de @, serd
eliptica (o hi])!rhﬁ.lil::: también en algon entorno do este punio)
—ii en @ axisten dos puntos ¥ la ecuacién es eliptics en uno de ellose hl?-{or-
béilica en otro, entoncosen ¢ habrd un punto en el que Ia ccuacién sea parabélics
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CAPITULO 11. INTEGRAL DE LEBESGUE
Y ALGUNOS PROBLEMAS
DEL ANALISIS FUNCIONAL

§ 1. Integral de Lebesgue

El pto de integral y el de funcién integrable, 1
relacionados entre si, constituyen las noci principales del anélisis
matemitico. Estos conceptos, en el proceso de &n desarrollo, han
sufrido considerables cambios, como lo exigian las ciencias aplicadas-
¥ las propias matemdticas, Si la resolucidn de unos problemas reque-
ria s6lo sdber integrar funciones continuas o incluso analiticas, para

lucionar otros probl se itab liar estos conjuntes
v, @ veces, congiderar un conjunto de todas las funcicnes intogrables
segin Ricmann. Es més, para la descripeién matemética de algunos
fenémenos resulta insuficiente svicos inclusive el conjunto de funecio-
nes integrables segin R Es natural que dicho conjunto-
resulté también insuficiente para las mismas matemélicas.

En particular, se logra describir aproximadamenle algunos pro-
cesos por medio de una ibn de funci b fa (2), En
=1, 2, ..., respecto de Ia cual sélo podemos afirmar que os conver-
i\mte en cierto sentido integral. Asf por ejemplo, la sucesitn fy (z),

=1, 2, ..., prede poscer una de las siguientes propiedades:

J | fa = fm | dz =0 cuando m, k== oo (lo fundamental de la-

sucesién radica en la media), j (fx — fm)? dx— 0 (lo fundamental
estdi en lo media cuadréitica) o, en los casos mds complejos, tienden
a cero las integrales que contienen derivadas de las funciones (lo
fundamental segin la energia). Estas propiedades (en particular,
en el segundo caso donde se trata de lo fundamental en la media
cundritica) de por si puoden no garantizar la convergencin en el
sentido comin, es decir, la sueesién puede no convorger en ningin
punto. No obstante, =0 puede mostrar (lo haremos mds abajo) que
existe una funcién, Gnica on cierto sentido, hacia la que esta sucesién.
converge (en la media cuadritica), En el ceso general la funcién
citada no es integrable segin Riemann, por lo que en la definicién
de convergencia Ja integral se debe entender ep wn sentido méas
amplio, es decir, en el sentido de Lebesgue:

1. Conjunto de medida nula. Un conjunto E o N, se lama
conjunto de medida (n-dimensional) nule, si se puede eubrirlo con un
sistema numerable de cubos abiertos (n-dimensionales) on el que la
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suma do volumenes (volumen sumario) os tan pequefia como se
4uiera, ea decir, respecto de cualquier & = 0 existe un sistema niime-

wable de euhos K, Kg ..., tal que sea B G Ky, y el volumen
=i

sumario de los cubos

‘leﬁlél’-. donde | K| es el volumen del cubo Ky, i=1,2,... .
-y

De la definicién se desprende directamente que un conjunto com-
puesto de un nimero numerable de puntos es un conjunto de medida
nula. La interseccion y la unign de un nimero numerable de con-
juntos de medida nula es un conjunto de medida nula. Las superficies
suaves de k-6simn dimensién, k<< n, o5 también un conjunto de
medida nula.

A continuacién nos serd 0til el eriterio siguiente.

LEMA 1. El conj E es un conj de medida nula, si, y silo
s, para &l exisle tal cubrimiento por un sistema numerable de cubos
de volumen sumarto finito, con el que cada punto resulta ser cublerto
por un conjunto infintto de estos cubos.

Supongames, al prineipio, que el cubrimiento de que se trata
en el lema 1 oxiste. Excluyendo de éste un nimero finito de cubos

de volumenes miximos, se puede guir que el
del cubrimionto restante sea tan pequefio como se quiera. Esto
certifica que £ es un junto de dida nula, Vi , 81 Ees

un conjunto de medida nula, se puede cubrirlo por un nlimero nume-
rable de cubos cuyo velumen sumario sea inferior a 2-*, cualquiera
que sea al niimero entero & > 1, El cubrimiento necesario 88 obtendrd
al reunir estos cubrimientos respecto de k=1, 2, ...

Si alguna propiedad se cumple para todos los puntos z de cierto
conjunto G, a excepein, quizis, del conjunto de medida nula, se
dice que esta propiedad se cumple en casi todo punto z € G (en c.t.p)
o casi siempre. Asi, por ejemplo, la funcién de Dirichlet y (=), que
s igual a 1 en los puntos cuyas coordenadas son todas racionales
y es nuln en todos los demés puntos, es igual a cero en c.t.p. de R,
o casi siempre en Ry.

Sea @ un dominio del espacio R,. A la par de las funciones defi-
nidas por doguier en Q (es deelr, funciones que asumen un valor
finito en cada punto de @) examinaremos también las funciones
dofinidas en casi todo punto de @ (casi siempre en @), es decir,
funeiones cuyos valores no estén definidos en los conjuntos de medida
nula, con la particularidad de que las funciones f + g, f-g (f ¥ g es-
téin definidas casi siempre) estdn definidas en aquellos puntos en
los que estén definidas ambas funciones f ¥ g.

2. Funclones medibles. Sea @ un dominie del espacio R.. La
sucesi6n de funciones f, (z), k=1, 2, . .., (definidas casi en todo
punto de @) se llama convergente on casi todo punto de @, si casi
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para todos los = € Q la sucesifn numdrica de valores de estas fancio-

nes tieno en el punto z° un limite (finito). La funcitn f (z) se llama

limlte de la sucesifn, convergente en casi todo punto, fy (z), k=1,

2, ... fu (%) = f (x) casi siempre en Q cuando k — oo, 5i para casi

todos los 2% € Q se tiene lim fy (z°) = f (2"). Es obvio que si las
ke

funciones f (z) y g (z) son los limites para cierta sucesién do funciones
conyergente en casi todo punto, ellas coinciden en casi todo punta.

La funcién f (z) se llama medible en Q, si es el limite para una
sucesién de funeiones de C ({), convergents en casi todo punto.

Indigq 1 propied obvias de las funciones medibles,

De la definicién sa desprende que la funcion f (z), pertencciente
a C (D), es modible, Una funcién arbitraria 1 (=) de C (Q) es también
medible, dado que puede ser representada en forma del limite para
una sucesion do funciones de € (Q) convergente on Q: f(z) =
= %ilzl f(z} Co (=), donde L4 (2) es una funcién cortante para el
dominio @ (véase ol eap I).

Una combinacién lineal arbitraria de funciones medibles es una
funcién medible; =i f, y f, son medibles, la funeitn fy+fq 05 medible
como también sord medible la funcién 2L, si que se

rl I pong
adicionalmente que f, (z) %= 0 on casi todo punto, Junto con f es
también medible la funcién |f|. Las funciones max (f, (z))

¥ n';i:a (fy (z)) son medibles, s* 1o son f,, ..., fu. En el punto 7

demostraremos que si una sucesién de funciones medibles converge

en casi todo punto hacia cierta funeién, esta dltima es también

medible. Por eso, si las fanciones sup (fy (z)) = lim re::c (fe (=)

y inf (fa (2)) = lim r:lin (fi (£)) son finitas en casi todo punto,
R hvon <8

seran medibles, siendo medibles f,, f,, . . .
La derivada de una funcién medible, si os que existe en casi

todo punto, es medible.
3. Sucasi P

E: i con i 1,

i no decre
cientes (no crecientes) en casi todo puntode Q, fy (=), k=1, 2, .. .,
de funciones medibles, es decir, sucesiones para las cuales en casi
todo punto de @ tienen lugar las iguardadea fra (2) 2> (2)
(fea (=) < [ (=), cualguiera que sea k > 1. Si esta sucosién de
funciones es acotada en casi todo punto (es decir, para casi todes los
#* € @ la sucesién numérica f, (z%), k=1, 2, ..., es acolada), serd
convergente hacia cierta funcidn en casi todo punto. Introduzcamos
las siguientes designaciones: f, 4 f en casi todo punto para k— oo,
sila i6n es b no d i + ¥ fu & f en casi tode punto
para k—- oo, &f la misma es mondtona no creciente

A=0371

&t
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Designemos con A, = Ay (@) el conjunto de todas las funciones
cada una de lag cuales e2 limite casi siempre (en @) para una sucesidn

ot na d iente de funei de € (@) con una sucesifn
acotada (por arriba) de integrales (de Riemann).

Sea f(z) una funcibn arbitraria de A; ¥ sea fy(x), ... k=
=1, 2, ... una sucesién mondlona no decreciente de funcignes

continuas en {J, convergents casi siempre bacia f (), con una sucesion
acotadn de integrales, La ecota cxacla superior del conjunte

{ fule)de, k=1,2 ...} so denomina integral de Lebesguo
de I funcidn f(z) € Ap
(L)J jdz =sup J fn l2) dz=lim g fu (z)dx. 1]
& Hoarm

Demostremos que si la funcion f () perlenece a la clase A, enton-
ces para toda sucesién mondtona no deereciente fy (=), k=1, 2, .. .,
de funciones de € (§), convergente casi siempre hacia f (x), la snee-
si6n do integrales cs acotada y para cualesquera dos sncesiones fi (z),
k=1,2, ...,y fulz), k=1, 2, ..., que poseen estas propieda-

des, s':\p fn dx = eup S {y dz, es decir, la integral de Lebesgue
K

4
(de 1a funcién de A;) no depende de la eleccién de la sucesidn do

aproximacifn,
Antes de d 1 estn afir ibn mostremos que =i f, (),

k=1, 2. ... e3una sucesién arbitraria de funciones de € (@) tal
que fu tfcesi siempre cuando k-+ oo y { () > 0 en casi todo punto,

entonces sup j fr dz = 0.

Q

Supongamos que fy () 17 (=) en easi todo punto para k- oo,
Tomemos arbitrariamente un & = 0. Un conjunte E de puntos en
1os cuales o hien fy, k=1, 2, ... po converge hacia ln funcién f,
o hien f <20, es un conjunto de medida nula. Por eso, puede ser
cubierto por un conjunto numerable de cubos abiertos (K, i =
=1,2 ...} de volumen sumario menor que e, Designemos
con K la unién de todos los cubos de este cubrimiento. Para todo
punto 2" € G~ fi (2 tf(2") =0 cusndo k-+ oo, por lo gue
existe N = N (z) tal que fy (z°) = —e. Como la funeién fy (z) €
€C((), la iltima desigualdad se cumplicd tambifn en la inter-
seecibn Uss [} @ del conjunto § con algin cubo abierto U. con
centro en el punto z% A causa de que la sucesién es mondtona en
U, 1 @, tienen también lugar las desigualdades f; (z) = —e, cval-
quiera que ses k> N. La totalidad de conjuntos abiertes
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{(Us €0~ KYU {K;yt=1,2 ...} cubre el conjunto Q,
¥ como este tltimno es cervado, se puede extraer del citado cubri-
miento un subcubrimiento finite Uy, ..., Uy, Ky ..., K.

Designemos por K' Ja unién ;G Kij. Dado quo | K' | < e, ¥, ademds,
=t

1

existe tal NV que para todos los 2 PNK' < [;U U ) NGi(x) > —e
-y

coalgquiera que sea k=N, entonses para tales k

énmm- f mxmx+ﬁj fi(e) dzz>
g "

= —e|Ql—| A e=el—|A4|—|Q]),

donde | @ | es el volumen de @ y 4, = min [, (z). Por ser arbitra-

3
rio & =0, de osta desigualdad so obtione la desigualdad requerida.
Sean f (x) una funcién arbitraria do Ay ¥ fi (2), k=1, 2, ...
. fetf en casi todo pimto cuando k— o0, unn sucesidn de
funciones de € () para la coal la sucesién do integrales es acotada.
Tomemos una sucesién arbitraria /3 (z), k = 1, 2, .. ., de [unciones
pertenecientes o € (), tal que fi (=) +f{z) en casi todo punto
cuando k== co. Mostremos gque

lim ! fidz=lim | fydz.
[ hss b

Examinemos la sucesién fy—fu, k=1, 2, ..., siendo m arbi-
travio. Ya que para k-0 f—7ntf—Ffm=0 en cosi todo punto

de @, entonces }imi{f.—f;,)da:‘:nlimf}hu—gﬂ.da;& Por
o -y

iguiente, Ja i6 fudz, m=1, 2, ..., o3 acolada y

lim | fadz<lim | fydz. Como la desigualdad inversa es, eviden-
oo Besne

licita, la afi idn queda d trad
Por analogia se demuestra que i las funciones f y g pertenecen
a Ay (Q) v f(2) > g () en casi todo punto, entonces

(L) { fdz=(L) S gdr.

Efectivaments, sean ,f, (=), k=1, 2 c oy [ (=) f{ 2 casi
ammpre cuando k— oo, ¥ g3 (:), ke, 2, ... g () tg(2) casi
P do k= oo, de funci de € (D). Para m

g
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arbitrario, cuando k = oo, fi (z) — g (2) 1/ (2) — gm (2) > (2}—
—g(z}=0 casi slempre en @, por esta razin Jim ‘(fa-ﬂ.ﬂfk:

c.lim i}‘d.r._ ! iz =0, es decir. para cualguier m i i<
i a

Q'Iim ﬁ fudz, ¥, por lo tanto, lim 1 ¥ dzs lim j 1x dz, lo que se
L LR by

trataba de establecer.
De la definicién se desprende directamente que si las funciones f,
¥ fa pertenecen a A, entonces para cualesquicra constantes no nega-

tivas €, y €y In funcién Cyf, + Cyfs pertenece a Ay y (L) | (Cofy +
+Cofy) dz =0, (r-)d\' fudz + Cy (L) § fadz; ademds, a Ja clase

Q
A, pertenccen también las fanciones max (f; (z), fa(z) y min
1y (z), fa (@) ;
Tomemos un cubo que contiene el dominio @ y cuyas aristas son
paralelas a los planos coordenados; por medio de planos paralelos
a las aristas dol cubo dividdmoslo en un nimero finito de paralele-
pipedos. La interseccién no vacia de un paralelepipedo abierto,
obtenido como resultado de la division, con el dominio @ la llamare-
mos chlula (de la divisién del dominio Q) v la totalidad de todas las
cblulas, divisibn I1 del dominio Q. La funcién medible f (£) se lla-
mark escalonada en (@, si asume un valor constante dentro de cada
célula de cierta divisién I del dominio Q.

Una integeal do la funelfn escalonada se comprenderd, por
supuesto, como suma de los volimenes de todas las células
é'nulbiplicadns por el valor de la funcidn en la célula correspon-

iente.

1A 2. Parg tods sucesin mondtona no decreciente fy (z), k =
=1, 2, ..., de funciones de C (Qg exisfe wuna sucesidn mondtona
no decreciente en casi todo punto fi (x), k =1, 2, . .., de funciones
escalonadas tal que casi siempre fi (£) < fu (), k=1, 2, ..., ¥ que
2n casi todo punto fy (z) — fi (£) =0, cuando k—- oo,

Debido a la continuidad uniforme de la funcién fy (z) existe un
afimero 6, =0 tal gue | fi (z') — fx (="} | < 2~* para cualesquisra

untos z', =* € 0, para los cuales |2’ — 2" | <8y, k=1,2, ...
esignemos medisnte IT, la division del dominio @ en la que el
didmetro doe la célula miximo es %Bl. La funcién escalonada f; (z),
que en cada célula K de la divisién T1, es igual al ndmero min f, (=),

posee la siguiente propiedad: 0 < f, (x) — f; (z) <27 para casi
todos los z € Q. A cuenta de la disminucion de la divisién TI;,
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construyames otra divisién, Il,, en la que el didmetro de la célula
méximo es <8,. La funcién escalonada f; (z), que en cada célula K
de la divisitn I!I, es igual ol nmero min f, (z) satisface, para casi

hER
todos los z € Q, las desigualdades 0 < f, (z) — [; () < 2%, Ademds,
casi siempre en @ f; (z) = fi (). Continuando este proceso, obtendre-
mos, para cualquier k > 1, la divisién II; del dominio @ y, junto
con ella, una funcién escalonada fi (£) que posee las siguientes pro-
Tiaﬂades: 0 < fo (2) — fi (2 < 2", fi <fhey (2) para casi todos
os = € Q. Por consiguiente, en casi todo punto de @ fi (x) < fu (2)
casi siempre en @ existe y es igual a cero el limite de la sucesién
}1(:} —fulz), k=1,2, ... El Joma queda demostrado.

LEMA 2. Para toda sucesidn mondtona no decreciente en casi fodo
punio de Q fi (=), k =1, 2, .. ., de funciones escalonadas existe una
sucesidn mondfona no decrecienie fy (z), k=1, 2, ..., de funciones
de C (@) tal que en casi todo punto fy (z) < fi (z), y en casi todo punto
de Q fi (2) — fu (z) = 0 cuando k—+ oo,

IEs obvio que basta demostrar esta afirmacién para el caso en
que la funcién f; (x) =0 en casi todo punto.

Examinemos una funcién fi (z) (del hecho de que f; (z) >0 en
casi todo punto se desprende que casi siempre fi (z) > 6) ¥ 5ea que
Ia division, que a ella corresponde, IT3 de cierto cubo que contiene
el dominio @ (designemos por a, la longitud de la arista de cste cubo)
se compone de my células (cuando la divisién ITy del dominio @,
correspondiente a la funcidn fi, estd compuesto a lo sumo de my

células), Tomemos 6, = min {%‘*, m} , donde ay es'la
longitud de la menor de las aristas de todos los paralelepipedos que
forman las células de la divisibn TIj, y sea &f, (2), 0 < O, (2) < 1
una funcién cortante 8, (véase la introduccién, capitulo 1} para la
p-ésima célula de la divisién 1T} (8, estd elegida de tal menera que
el volumen sumario de la interseccién de los paralelepipedaos, en los

ol
que & U (x) <1, con el dominio @ no supere a 2%).
=1

h
Designemos por W, (z) la funeién f (z)- E’Cﬂ,(z}. Es facil
=

ver que las funciones W, (z) €C [C_’). ‘S,, (x} < fx () cosi siempre,
¥ en casi tedo punte fi (2} — ¥y (&) = 0, cvando k -+ cc. Entonces,
las funciones fy (z) = max b (2), continuas en @, satisfacen casi

siempre las desigualdades fy (z) < fi (z), k=1, 2, ..., ¥ en casi
todo punto f; (z) — fi (2) =0 cusndo k—+co. El lema queda
demostrado.

iﬂnDe los lemas 2 y 2’ se deduce directamente lu siguiente afirma-
cion.
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TEOREMA 1. Para que la funcitn f (z) pertenszca a A, (Q) es necesario
y suficlente que exista la sucesién (convergente en casi todo punto hacia
esta funcidn y, ademd: i no decrecients en casi todo punto)
fle), k=12 ... de funci lonadas com una i

acotada de integrales. En este caso (L) S fdz = sup i fa dz.

&
LEMA 3. U'na sucesién monétona no decreciente de funciones de C (g}
con una sucesién acotada de integrales converge en casi todo punto de Q).

Del loma 2 se desprende que para demostrar el lema 3 es sufi-
ciente establecer la validez de la afirmacidn sigoiente: si la sucesidn
fas k=1,2, ..., de funciones escalonadas no es monbtona decre-
ciente en casi todo punto ¥ la sucesién de sus integrales es acotada,
3ntoaoas la sucesién fi, £ =1, 2, . .., converge en casi todo punto

e Q.

Cubramos el contorno 8@ (3Q € €', véase el capitulo I, Intro-
duceién) por un nimero finito de cubos cerrados Ky, . . ., K, cuyo
volumen sumario es suficientemente pequediv, de tal modo gue el

conjunle = @~ UK,; sea un dominio. Es\i claro que es sofi-
] i q

ciente mostear gue la sucesibn f,. &k = 1, 2, ., . ., mondtona no decre-
ciente, de funcionds escalonadas converge en cosi todo punty del
poliedro Q' !

Examinemos una funciém acbitraria f, (z) de esta sucesidn,
suponiendo que [Iy es una divisién del poliedro @' que corresponde
a dicha funeitn.

Designemos por $ la unitn de las aristas de todos los poliedros
que pntran siquiera en una de las divisiones Iy, k=1, 2,. . ., ¥ por &,
la totalidad de todos aquellos puntos z del conjunto ¢~ en los
que la sucesidn numérica fy (z), k=1, 2, ..., no estd scotada.
Como S es un conjunto de medida nula, serd suficiente mostrar que &
es un conjunto de medida nula.

Tomemns & = 0 arbilrario ¥y sca &, . un conjunlo compuesto
{de un nimoro finito) de células de la divisién IT, en las que fy, (z) =
>1/e. Puesto que €3> fo @iz =] 44110 [+~ el. donde

&
A, es el valor minimo de los que asume la funcién fi(x) en las
células de ln divisibn Tl (f, (¥) =4; en casi todo punto de '),

entonces |Ea,o|=e(C+141]Q]). Dado que 8:.§| Br =8, el

U B (Faer. o ™ 8x. o), el conjunto & estd cubierto por un sistema nu-

merable de poliedros, no siendo el volumen sumario de éstos superior
ae(C - ll Ay | | Q) yaque, en virtud de la monotonia en casi todo
punto de la sucesién f, (), k=1, 2, . . ., de funciones escalonadas,
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N=t =
£:U U (Erir, ¢ En, o) = By, o cualquiera que sea N=1, v, por
consiguiente
N=1
|8eel+ ﬁ‘|sm.a\s*.elslss‘.rsstwm.i|Qn.
Pero, en este caso, el conjunto & puede ser cubierto también por un

sistema numerable de cubos abiertos cuyo volumen sumario sea
menor que 2e (€ = | A, | | @ [). El lema estd demostrado.
k" - ey hi ‘l-“ 1.ah

. F ) Una funcién de valores
reales f(z)dada en un dominio, se llama integrable segiin Lebes-
gue en el dominio @, si puede ser representada en la forma

fa) = f () — 1" (2), 2)

doude f' v §* son funciones de .\, (@); con ello, una integral de Lebes-
gue de la funcién f por el dominio ¢ se determina por la igualdad

@) § pdz =) § 1 dz—(L) § j" dz. ®
] Q

Mostremos que la integral de Lebesgue de la funcién f no depende

del modo de representar esta funcién en forma de la diferencia entre

dos funciones de A, (@). En efecto, snpongamos gue a la par con (2)

tiene lugar también la igualdad f=F — 7", donde ' y J* perte-

necen o A; (@). Entonces, en casi todo punto tememos f' 4 7=

=7 4+ €A, v (véase p. 3) () ;j’d‘.:-I—-(L} jrd:;mx
Q

% }"’dx+(L}lf'd.:‘ por Io que (£) | fdr=(L) | 7 dz—(Z)x
Q Q

xsrn‘:,

Q
Designernos por A = A () el conjunto de todas las funciones
que son integrables en @ segin Lebesgue. De la definicidn de A
8 infiere que la funcion Cyf, + Cofs € A (Q), si f; () € A(Q) ¥ €y
son constantes arbitrarias, t = 1, 2. Con ello

(L) | @h+ ol dz=Co () | iz +Ca(l) | hada.
9 Q Q

Una funcidn integrable segiin Lebesgue es absolutamente integra-
ble segiin Lebesgue, puesto que si f = j* — j°, donde ' y f* perte-
necen a A,, ontonces la funcién | f | = max (f', {7) — min (f', ")
pertenace a A, Como la funcién f es integrable segiin Lek

SEue,
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también serdn integrables seglin Lebesgue las funci
*(2) =max (f (), 0) = LEEE]

f @) = —min (f (2), O)= LMD |

mientras que la integrabilidad de las funciones f; y 1, se desprende
la integrabilidad de las funciones

max (fy (@), 1 (@) =5 (| h—ta | fy + 1),
min (fy (z), fel@) =5 (h+Fe—] fo=ha]).

5i la funcidn f () es integrable segin Lebesgue y es no negativa
casi siempre, entonces

(L}j fdz=0, (4)

Esta desigualdad proviens inmediatamente de los resultados del
punto anterior, dado que las funci v f° (pert a Ay
en la representacién (2) de la funcidn f satisfacen, por eondicién, la
desngua ad ' (z) =" (z) casi siempre en .

o (4) se deduce que para cunlesquiera dos funciones f, v f, d
A(Q). que satisfacon casi siempre la desigualdad f, (2) = f, (:},
e3 vilida In desigualdad

) § hiz<() § fudx 5)
o o

¥, en particular, para toda funcién f € A (Q) tiene lugar la desi-
gualdad

|@) § razl<io) | 11)ds. ®
q Q

D t ahora el t de que el conjunto A (@) es
acerradoy respecto a los pasos limites mondtonos.

TEOREMA 2 (B, Levi). Una sucesidn mondtona casi siempre de
funciones f) (2}, k=1, 2, ..., interables segiin Lebesgue en Q con
una sucesién acoteda de integrales casi siempre en ( converge hacia la
funcidn f (z) que es integmbf: segin Lebesgue, entonces

lim (2) E r,.a:u-(m! fdz. u)

fici trar el para una sneesl&n monitona
no dncmcionl.e. Cundn la ibn es el pro-
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blema se reduce al anterior, es decir, basta cambiar el signo de todas
las funciones. Ademds, sin menoscabar la goneralidad de razone-
mientos, podemos considerar Tm las funeiones fy () =0, k=
=1, 2, ... casi siempre (de lo contrario, en lugar de la suce-
sion fy (=), k=1, 2, ..., deberiamos considerar la sucesidn
hiz)—f (=), k=1, 2, ... compuesta por {unciones negativas en
casi todo punto).

Desig con C la expresi sup ghdr

Sn]longnmns pri.moro que ,f. (:), k=1, 2 . ., 85 UNQ Sucesion

de de A, con una

sucesidn af.ntnda de integralas de Lebaaguu Mustremus que esta

sucesién converge en casi todo punto hacia la funcién f (z) de A,,
con la particularidad de qué aqui tiene lugar la igualdad

Para cada k = 1 tomemos una sucesién fy,, (z), m = 1, '3. e

de funciones de € (Q), fam () + fa (x) casi siempre en Q cuando

m — oo, Las funciones ¢y, (z) = &ax (fim (2)), m =1, 2, ..., per-

tenecen a € () y poseen las siguientes propiedades:

a) P () < @iy (1),
b) fam (2) < O (£) < [ (2) pora k<m .
(la segunda desigualdad en b) se cumple, por supuesto, casi siempre),

¢) ! en@dz< (D) | fm a2,

d) t; fam (z) dz<g f P (z) dx para k<m.

De a), ¢} ¥ el lema 3 se infiere que cuando m — oo, ¢y £ fen
casi todo punto de @, donde f es una funcidn de A;, con la particula-

ridad de que ]Im 5 P AT = (L) { dz. Pasando al limite para

m -+ oo en la damgunhlad mqumrda de b) v haciendo uso de la desi-

de b}, que casi siempre en @ ¢ (2) =
Qh {z)<<[(z) pora todo k, de donde [luye que fa{:}If(s) cask
siempre en ) cuando k—-co. Pasando en ¢) ¥ d) al limite para

me»oco, resulta que para cualquier k, (L) ! hda‘{{«ﬂ]ifdzg

< lim (L) i fmdz, es decir {L)SI fdz= lim l fm dz. De este modo

quedn demostrads lo afirmacién del t do fn €M (Q)-
Sea, ahora fy (z), k = 1, 2, . . ., una sucesién arbitraria monétona
no decreciente de funciones (integrables segiin Lebesgue) no negativas
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casi siempre en @ con una sucesién acotadn de integrales, Puesto que

n
f.\(z)nlg:‘ﬁ{x}. k=1,2, ...,

donde g, (z) = f, (2), gu () = fi () — fo (2), =2, 3, ..., 500
funciones no negativas casi siempre o integrables segiin Lebesgue,
entonces para demostrar nuestra afivmacion hasta mostrar que la serie
N ga (2), formada de funciones no negativas e integrables segin
-l

Lebesgue, en la cual la sucesién de integrales do sus sumas parciales
es acotada, converge casi siempre hacia una funeién integrable segin
Lebesgue y dicha serie puede integrarse término a término.
Notemos para k=1,2, ..., en la representacidn gy (z) =
=gitz)—g (z), donde gi y g pertemecen a A;, puede conside-

rarse gue gi(2)=>0 en casi todo punto y (L) | gidr<< 2™ (para
poder hacerln, en eierta representocion gy = gk — gi, &€ Ay, 8 € Ay,
sord suficiente sustituiv las funciones gh ¥ gi por las funciones
g =fn—Dx, g = fi — Dy, donde ®(z) es una funcién continua
en § (D (z)<gi (£) casi por doquier) que satisface la condicién
(L) I de—s @, dz<2*%); con ello, gi(z)=gk (¥)==0 en casi

mdrf punto. gs{ pues, para cunlquier k=1,2, ...
L3 h L]
2 @) =2 a@— 2 g
F ) =

y=h
& [
con I particularidad do que (L) | 3) ¢ (2)d= <1, (L)j 3, g (z) de=
Q ami Q o=l

L] &
wl 3 g (z) dz (L) i S! gi(#) dz<C+1. Segiin lo demastrado

L3
wmés arriba, la sucesibn de funciones de A, X gif(z), k=1,2,...,
converge ca‘si siempre hacia cierta funcidn f* (::}_de Ay, mientras que la
sucesibn ZI gi(z), k=1,2, ..., converge hacia la funcibn f'(z)
- &
de Ay, con la partienlaridad de que (L) £ 2 gdz—(L) if‘dz ¥
yeut Q

k
(L}! 3 gidz (L) E f"dz, cuando k-»co. Como, en este caso,
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en cosi todo punto E gulz)=f'—f", para k—+co, entonces la
nea |
iuneién f, igual a f'—{°, es integrable segin Lebesgue y

(L‘.t; 2 g dz (L) E,fdx cuando m == co. El leorema estd demos-
tado,
Dol 2 so despronde la siguionte afirmacié

L3
conoLamo. Si fu (%) EA(Q), k=1,2, ...,y la serie 3 (L)
e
X |fn|dz converge, entonces en casi tode punto de O1Irx serie

2} fal2) es absolutamente convergente (es decir, casi siempre con-
by

verge la sucesion ) |fn(z)], m=1, 2, ,“}. y ademds, [{¥)=
femt

= 3 hEEA@ v () !um= 3 (L:Er.dz
Re=i -1

Haciendo uso del teorema de Levi demostremos el signienle teo-
Tema.

TEOREMA 3. Para gue la funcidn [ (x), casi siempre no negativa
e integrable segin Lebesgue en Q, sea nila en casi todo punio, es nece-

sario y suficiente que (L) j fdz =0.

Si f{z) = 0 en casi l::;zlo punto de @, entonces f € A; (@) v la
sucesion f (%), k=1, 2, ..., de funciones, idénticamente iguales
a cero en {J, posee la propiedad de que f, 1 fen casi lodog:unto de @

cuando & — oo, Segtin la definicion esto significa que (L) | fdr = 0.

g
A lainversa, sea (L) | fdz = 0. Entences, (L) | kfdzr =0 para

cualquier k. Por consiguicente, seglin dice el teorema de Levi, una
sucesién kf (z), k = 1, 2. . ., monétona no decrecionte casi siempre,
converge en casi todo’ punto hacia una funcion (finita casi siempre),
lo que =ilo es posible cuando f = 0 en casi todo punto. El teorema
estd demostrado.
5. ion de las integrales de Ri v de Lebesg
Si una funcién 1 (x} es int ble segin Ri n (record que
la imegral de Riemann se define sélo para tunomnea aeoudns). an-
fonces, como sabemos, oxisten dos de
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das fafr, k=1, 2,... (para cada k=1, 2,..., o las dos funcio-
nes corresponde la division IT, del dominio @), fi, k=1, 2, ...,
es mondtonn no decreciente en casi todo punto, fi, k=1,

es mondtonn no creciente en casi todo punte, fi (x) = ,f(x} é
= fi (z) en easi todo punto, & = 1, 2, . . ., tales que las sucesiones
de sus integrales (sumas de Darbu superiores e inferiores) tienen un
Iimltc comiin igual a la mtegral de ‘meann de la funcién f. De

alt 2,1a no iente casi si

fi—f k=1, 2, ..., de funciones escalonadns no negativas en
casi todo punto con una sucesibn acotada de integrales converge
casi siempre hacia cierta funcién no negativa en casi todo punto,
perteneciente a A (@), cuya integral lehesguiana es igual coro.

En virtud del teorema 3 esta funcidn es nula en casi todo punto.
Por eso, cuando k — oo, 1 (z) f{x) en casi lodo punl.o (y fi (=) '\
+ f(z) en casi todo puuto} fz)
es integrable segin Riemann, smi &mﬂbién tntegmbie segn Lebesgue,
y sus integrales de Riemann y de Lebesgue coinciden. Es mds, estd
demostrado que la funcién f (z) es integrable segiin Rismann en el
caso, ¥ Sﬁlo en el caso, cuando los funciones f (z) ¥y —f (z) pertens-
cen_a A, (

FPor nl]‘o, en lo sucesivo omitiremos el simbolo L ante el siguo de
la integral, entendiendo siempre la integral como la lebesguiana
y el integrando, como funcién de A ().

El conjunto de funciones acotadas contenidas en A () es mis
amplio que el de funciones integrables segin Riemann, dado que,
por ejemplo, Ja funcidn de Dirichlet ¥ (z) € A () es scotada ¥ no
s integra segiin Riemann.

Luego, al construir la integral lebesguiana de la funcién f (z) no
se aupunia que €sta era acotada, por ejemplo, la funcién no acotada
|z | pertenece a A(|z|<<1), si 0 <a<n. En el curso de
eAndlisis matemditicor se idera edmo la integral de T £

neraliza para funciones no acotadas {integral impropia). No L
ﬁexﬁcnl mostear que la funcién f (z), absolutamente integrable segin
Riemann (en sentido impropio), pertenece a A (¢) y su integral
lgbesguiana coincide con la integral impropia de Riemann.

Ha de notarse quo en los damlmos cuye dimensién no es menor

quo 2, todas las fi grables segiin Rl en
P ,.' son fu hsolut te integrables du manera impm—
pia. Por esta razén, sblo en el caso unidi ional de la exist

de I integral impropia de Riemann de cierta funcién, la integrabi-
lidad de dicha funcién segin Lebesgue puede no deducirse. La fun-
elén '— sen -1— , definida en (0, 1), es un ejemplo de tal funcién.

6. Condiclones] sufl de integrabilidad segn Le
Teorema de Levi. Ahora pasemos a establecor la relacién ms%ente
entre la cualidad de una funcién de ser medible y la de serintegrable.
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Por definicién, una funcién integrable os medible. Sin embargo, no
toda funcién medible es integrable, como por ejemplo, la funcién
{ |, @ = n,enlabola { | z | < 1}. Establezcamos algunas condi-
ciouos suficlentes para que una funcién sea integrable.

TEOREMA & (lema de Fatou), §i la sucesifn fy (), k =1, 2, ...,
de funciones no negativas, integrables en cast todo punto converge en

casi todo punto hacia f(z), ¥ j;,.dst. k=1, 2, ..., entonces
5 Q
1 (x) es integrable y _\fdxga.

Consideremos pmn:P m = k las funciones integrables Yy (z) =
= min (f; (%)). Ya que en casi tode punto Ymx (z) | Pp (2) =

= :fn (fy (z)) evando &k — co, ¥ en casi todo punto 0 << oy (2) <
= f:{:zj‘ t de la desigualdad (6) y del teorema de Levi se
deduce que Y (1) EA (@) ¥ 0 < [ (@) dz < | fim (2) d2 < A Lo

afirmado por el toorema so daspre‘i:d.n ahora d%] teorema de Levi,
dado gue en casi todo punto ¥, {1]2 f (z) cuando m —~ oo.

Otra condicién necesaria para que la funcién pertenezca al conjun-
to A () esté indicada en la siguiente afirmacion.

TEOREMA 5. Si la funcién f(x) es medible y en casi todo punto
{flz) | = g(2), donde g(2) es una funcidn integrable, entonces
i (:]Ja también integrable.

¢ este modo, upa funcién medible con mbdulo integruble es
integrable y, en particular (jel dominio @ es acotadol), es integrable
cualquier funcién medible acotoda (es decir, | f () | = const en casi
todo punto de Q).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5. Como la funcién f(x) es medible,
existe una sucesion fy (z), k=1, 2, ..., do [unciones integra-
bles {en realidad, incluso continuas en @), que converge hacia [ (z)
casi siempre en (). Una sucesion de funciones Integrables fi (z) =
= max (—g (z), min (f, (z), g (2))}, k = 1, 2, . . ., también converge
hacia f(z) en casi tode punto, y, ademis, posee la propiedad:
{fi(x) | = g (z) on casi todo punto, k = 1, 2, ... Entonces, la
sucesion fi () + g(x), k=1, 2, . . ., sa compone de fonciones no
negativas en casi todo punto, converge hacia f 4+ g en casi todo pun-

to v para todo k& X fe +8)de < 2 I g dz. Segiin el lema de Fatou,

g q
14 g€ AQ), v, por lo tanto, también f € A (Q). El teorema estd
demostrado.

7. Teorema de Lebesgue sobre el paso al limite bajo el signo de
integral. Uno de los resultados mds importantes de la teorfa de
intogracién lebesguiana os ol signiente teoroma de Lebosgue sobre
1a posibilidad de paso al limite bajo el signo de integral,
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TEOREMA 8. (Teorema do Lebesgue). Si una sucesidn de fun-
ciones medibles fy (2), k=1, 2, ..., converge casl siempre en
hacia clerta funcién f (), y en casi todo punto | fi (2) | < g (2). k=
=1, 2, ..., donde g(z) es integrable, entonces § (z) también cs {nte-
grable y

tim § f, (2) dz = | fde. i
3 a

En virtud del teorema 5, las funciones fy, (), k =1, 2, .. .., son
integrables.
£

las  funci medibles ¢, () = sup (n (=)
¥ ¥, tx):ini(fn(:)}. g=1, 2, ... Pueslo que en casi todo punlo
|lP {xllég(ﬂ ¥ (@) =g (). s=1, 2, ..., las [unciones g, (z)

¥ Y, (). =1, 2, ..., son también mtegn\b]as Mas, @, (2) f(z),
Yy (z)47(x) en casi todoe punto cusndo s—-oe; por to tanto, segun

el teorema de Levi, f(z)€A(Q) ¥ jfﬂ‘:=|lm!rp.€z=

=Iim S W, dz. Ahora, la igualded 7 se desprende de las desiguai—

dndes :bvm Y (r) =<1, (£) < ¢, (=) en casi todo punto, 2=1, 2,
El teorema esti damostrado.

La igualdad (7) puede no tener lugar, si la sucesién no es
mayorada por la [uncién integrable. Por ejemplo, nna sucesién
fulz)= L" {(I—|z[}, k=1, 2, ..., en la que o, es el drea de

n
la superficie de una esfera unitaria en un espacio n-dimensional,
dada en la bola Q={|z|< 1}, converge a cero casi siempre en O,
poro | fydz= —1, cuando k—co.

{etm) lk=+n 1)

Del teorema de Lobesgue se deduce:

TEOREMA 7. Supongames que para clerto s =0 la funcidn
Ty 2= (2 - ) QS Roy ¥ = (b, - - ., Um) €8S Ry
pertenece, para casi tados los = € Q, al espacio C* (T y para todos los

vEQyal<s las funciones D% f (, y) son medibles y| D% f (=, y)| <
‘; g (x) para casi todos los x € Q donde g (z) es una fincién integrable

en Q. Entonces, j (2, y)de €C* ().
]
Empleando el teorema de Lebesgue es ficil demostrar que ol

limite f{z) de una sucesibn convergente fyix), k=1, ... 2, de
funciones medibles casi siempre ez una funcién medible. Efecti-
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t para laqui k=1, 2,... la funcibn g, (z}=

=gk os medible y en casi todo punto | gy (2) < 1. Por eso,
fi=)
segin el teorema de Lebesgue, la funeién Nx}ﬂl_-rl?(;ﬂ" que

es el limite de lo] sucesién g, (z), k=1, 2. ..., convergents en
casl todo punte) es integrable en el dominio (acotudo) @ y, por lo
tanto, es) medible. Por consiguiente, dado que |g(z)|s=1 en cesi

todo punto, seri también medible la funcién ”"‘:T-‘!ﬁ(?’ﬁ'

8. Cambio de variables bajo el signo de la integral, En lo que se
refiere al cambio de voriables independientes, la integral de Lebesgue
s¢ comporta de modo andlogo a In de Riemann,

g mos que la transfor it

y=uir) m=pln.nm) i=1..,n) (8)
conti te dif iable en el dominio ¢/, representa biunivoca-
menie el dominio Q en el dominio Q°. Mostremos primero gue esta
transformacién convierle un conjunto de medide nula en olro conjunte
de medida nula.

Efectivamente, sea E, £ @, un conjunto de medida nula. Puesto
que la unién de un ni ble de juntos de medida nula
es un conjunto de medida nula, serd suficiente mostrar que, reali-
zfindose la transf i6n (8), 1a imagen del conjunto Es = E] Qs
para lguier & = 0 sufici mente pequefio es un junto de
medida nula.

Elijamos & = 0 do modo arbitrario. El conjunto Es puede ser
eubierto por un sistema numerable de cubos cuyo volumen sumario
sea menor gue g Se puede considerar que todos los cubos de este
cubrimiento tienen didmetros menores que 8/2 ¥, por lo tanto, todes
ellos pertenecen a (y. Puesto que cvalquier cubo de didmetro d
en este sistema se convierte, al reali la transfor i6n (8), en
wn dominio de difmetro d’ <0 dV'n max Wy, | = €d, la imegen

dLn

E
del conjunto E, puede ser cubierta por un sistema numerable de
cubos de volumen sumario menor que € (Vm)"e. La afirmacién
queda demostrada.

TEOREMA 8. Supongamos que la transformacitn (8), continuamente
diferenciable en €, representa blunfpocamente Q en el dominio @',
siendo el jacobiano J (z) distinto de cero en Q. Para que la funcién
fy) pertenezca a A (Q'), es mecesario y suficiente que la funcidn
Fly(x)) | J () | pertenezea a A(Q). En este caso

[ 1rdy={ 1 @17 @)1z, ®

Q" Q
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La transformacién asntwm a (8) convierte biunivocamente ¢’

n (}, es conti i iable en Q Y t\enn en Q' un ]ncahmnn
diferente de cero. Por esta raxén es sufj el t 8
sélo en una direceién. Aqu limit id el caso

en que la funcitn f(y) E A.‘(Q) ¥y [y =0 un casi todo punto.
Supongamos que f (y) no es mgnuva en casi todo punto y perte-

nece a Ay (Q) v zea fy (y), k=1, 2, ..., una sucesién de funciones
de C(QJ cada una de las coales puede considerarse no negativa,
fa {y) F{y) en casi todo punto de §” do k— oo, Anali la

sucesién de funciones f{ (1) = f , ()5 (kp (W), k=1, 2, )...,
continuas en (F; a funcitn £ (f) en esta sucesion estd definida en
10, ool y es nula cuando 0 <t << 1/2, o= igual a 2t — 1 cuando
12 <t=1, y es igual a la unidad para ¢ =1, mientras que p (y)
vepresée'nLa la distancia del punto y €Q" al contorno Q" (p (y) €
€CD)

Es evidente que para cualguier k en casi todo punto de
LA ES A ES 1) (dn lo cual se deduce que la sucesion

fady, k=1,2,... es aml.ada) ¥y file)ti(y) en casi todo
punto de @' cuando k—-co. Por consiguiente,

lim § fi ) dy={ 1) dy
et @

Debido a la continuidad de las funci fily) en @' rosulta
que jmy)dy j}.(v(#])”(:”dx k=1, 2, ... Poc esto, In

fun:iﬁn fly )| .f (%) |, que en casi todo punto de @ es el limite
de la sucesitn fy (¥ () | J () |, k=1, 2, ... (convergente mond-
tona no decreciente) de funciones en € (@) con suwsiﬁn acotada de
o5 grable en @ vy se ple la ig (3). El teore-
ma estd demostrado.
opsgRVACION, Del teoroma § se deduce inmediatameate gue si en
el dominio Q tienen lugar las desigualdades €, < |J (z) | < €,
{donde C, y C; son ciertas constantes positivas), la condicitn nocesa-
ria y suficiente pata que la funcidn f (y) sea integrable en Q' es que
sea integrable en @ la funcién f (y (z)). En oste caso son vilidas las
desigualdades

c.jmmnlasd[rrwmsc.jmytzmex. (10)

9. Conjunws r.nedlhhm !n(.egnlns ctendid: i
medibles. E junto £ del Elomfmn @. La fun-
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cidn g (), igusl a la unidad para z € E y nula para x £ Q~\E, lleva
el nombre de funcifn caracteristica del conjunto E.

El conjunto E se llama medible, si es medible su funcién caracte-
ristica. La medida del conjunte medible £ (mes E) se define por la
igualdad

mes E = S e () dz (11)
Q
(la integral en el segundo miembro tiene sentido debido al teorema 5).

Si Q' es un subdominio del dominio ¢, serf medible, dade
que Yo () =1im Ly (x), donde [sy(z) es una funcién cortanto para

el dominio Q. En este easo mes Q'=|Q"|.

Los conjuntos de medida nula definidos en ol punto 1 son medi-
bles ¥ ellos, ¥ sélo ellos, tienon medida igual a cero (segin la defini-
ciin que acabamos de citar), Para demostrar esta afirmacion, basta
hacer uso del teorema 3, punte 6.

Si E esun sub:onjumn medible del dominio @ v f{:), una fun-
cién integrable en {, sogln la definicién, vamos a esta fun-
cidn integrable también en £, con la particularidad de gue la integral
en £ la definiremos por la férmula

{ 1dzm { preaz (12)
E Q
(la integral en el 1 iembro tiene sentido, como en ol caso
anterior, en virlwd del leorema 5]
Siendo £ ui hid del d @, las nuevas definicio-

nes de la integrabilidad y de la integral en @’ no contradicen, natural-
mente (lo que se comprucha con facilidad), las definicionss correspon-
dientes que fueron aceptadas antes (p. 4) inmediatamente para @',
10. Continuidad absoluta de una integral. Llamamos continui-
dad absoluta de la integral de Lebeague a la siguiente propiedad.
Supong que la funcién f(z) es integrable en Q.
En este caso, pn.rn cualguisr s}ﬂ se puede indicar un § =0 tal
que para un conjunto medible arbitrario E< Q, mes E << 8, s¢ cumpla
la desigualdad

”fdx|<s, {13)
E

Serd suficiente demostrar este teorema pava la funcibn f(z) de
Ay (@), con la particularidad de que la funcidn citada podemos consi-
derarla no negativa en casi lodo punta.

Tomemos arbitrariamente e>0 y escojamos una funcién
fe(x) €C(J) de tal modo que f(z)=fs(z)=0 en casi todo punto
0871
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de Q y que O S H::-—é jedz="e/2. Entonces, ifrf.t:w

g

=\ fiedz= _[ (f=fa) yedz + [ fote dr<s oM, mes E. donde
3 J z

M,-:mg:x fe(x). Por esto, pm-.aqqua se cumpla la desigualdad (13)

xEQ
basta tomor a titulo de § el nimero e(2M,). El teorema ueda
demostrada.

11. Relacibn exisltente entre integrales multiples y reiteradas.
Volvamos ahora al problema sobre la reduccidn de la integral milti-
ple do Lebesguo a las reiteradas y simultd te al probl de
permutacién do integrales.

Sea ¢, un dominio ncotado n dimensional de las variables £ =

= (&, v oy Tn)y ¥ Oy un dominio acotado m-dimensional de los
variahles y = {1, . . .. ¥w). En ol dominio acolado Qpan = Qn X
¥ (e pert iente al espacic (m -+ n)-di ional de las varia-

bles (x, ¥). examinemos la funcidn { {z. y).

TeoREMA 18 (Teorema de Fubini). Supongamos que la funcidn
iz y) es integrable en Qpay. En este caso, f(z, 5) es integrable
respecto a ¥ £ 1, para casi todos los x € (. o integrable respecto a

rEQ, para casi todog los yE(Q.: las funciones j filz, y)d’yyj

O Q.
fiz. y)dz son intcgrables respecto a rE€(Q, y respecto a g€ Qp,
respectivamente, y

S rasdy=(az | ray= § ay§ sae. (14)

Qmen Qn  Gm Om On
Por supuesto, es suficiente demostrar el teorema de Fubini
(véuse el punto 9) para el caso en que @, s nn cubo K, = {| = | <<

<a,i=1,...n),Qnesuncubo K, ={|y|<ai=1,...,m}
Y Omin s un cubo Kppn = { |2y | <<, |7, I<a,i=1,...,n
j=1, ..., m}, siendo siempre a = 0. Antes de proceder a esta

demostracién, demostremos la siguiente afirmacion.

resa b Sea K un conjunto de medide nula (m - n)-dimensional
dispuesto en Kp.in, ¥ sean By (z) y E, (y) sus secciones, m-dimensional
i n-d ional, respect te, de este conjunto por los planss © =
=z ey =y Para casi todos los x € K, ¢l conjunie E, (z) tiene la
medida nula m-dimensional y para casi todos los y € K, el conjunto
E, (y) tiene la medida nula r-dimensional.

En virtud del lema 1 (p.1), el conjunto E puede ser cubierto por
an sistema numerable de cubos (cuyo volumen sumario es finito) de
tal modo que cada uno de sus puntes pertenezca a un nimero
infinito de cubos. En este case podemos considerar quo las aristas de
los cubos sen paralelas a los planos coordenados. Una seric compuesta
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por las integrales de las funciones caracteristicas y, (x, ¥) de estos
cubos converge. Ya que wul(z, Wdrdy = | de | yxdy, de

Kimen =
acuerdo con el corolario de los teoremas {3) v (5) (punto 8), una serie
de las integrales ix (2. ¥) dy converge para casi todos los pun-

tos z. Lo iltimo significa que para casi todos los z el conjunto
E; (z) resulta cubierto por un niimero numerable de cubos m-dimen-
sionales de volumen sumario finito, con la particularidad de que
cada punto del conjunto pertenece a un ndmero infinito de cubos.
El lema estd demostrado.

P do a la d tracién del t de Fubini, sefial ante
todo que podemos limitarnos al caso en que f(x, y) € Ay (K pin).

P tal i6n de funci fulz 1) k=1,2,..,, de
€ (Kopin) que fy (=, y) + 1 (=, y) casi siempre en K,.,. Dosignemos
con E un conjunto de medida nula (m - n)-dimensional tal que para
todos los (x, y) € Kpan ~ E la sucesion j, (z, y) convorge de manera
monétona hacin f (z, ¥).

Segin la definicién de la integral, para k-—+ co

[a [ httway= | i pazdy— | razay.
Kman

fin  Hm Erman
De acuerdo con el teorema do Levi, la sucesidn mondlona de
funciones F (z) = I fulz, wdy, k=1, 2, ..., portonecientos
K

a C(K,), converge casi siempre en K, hacia cierta funcién # (x)
integrable en K, y

| rdz=lim | Py (z)az= § razay. (15)

fin e min
Tomemos un punto arbitrario z € K, en el cual la sucesién numé-
rica Fy (), k=1, 2,. . ., converge hacia F (x) y el conjunto E, (z)
{la interseccién del conjunto E con el plano = = ) tiene medida nula
m-dimensional. En virtud del lema 4, el conjunto de puntes de K.,
privados de estas propiedades, tieno medida nula n-dimensional. La
sucesion y (x, ¥y k=1, ... converge mondlonamente hacia
1z, ¥) para todos los y € K,y E, (z) (por lo tanto, en casi todo

punto de K). El teorema de Levi afirma que {(z, y) € A (K.}
¥, cuando k—- oo,

[ h@wat | 1@ e (16)
Km Km

5
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Por consiguiente, las funciones | f(x, y) dy ¥ F (z) coinciden casi

siempre en K. El teoremn queda tlemustrado
En lo sucssivo Ia =i
cidn que se deduce del teorema de Fubml
coroLanto. i la funcidn f (x, y), no negativa en casi todo punto, es
medible én Qpan vy en (14) existe una de las integrales relteradas (es
decir, por s}emprb, que para casi todos los x la funcién f (z, y) es inte-

grable respecta a y, mientras que la funcién | f dy es integrable respec-

afirma-

toa x) enfonces la )'um'(ﬁn il y) es tntegrﬁ»!e en Q..,+., Y, consecuen-
existe la gral r tiene lugar la igual-
dad (lti)

Para demostror esta afirmacién es suficiente comprobar que
fz 4) € A{Q pisn). La sucesion fy (z, y) = min (f (z, y), &), k =
=1, 2, ..., posec las siguientes propiedades: f, (z, y) {f(x, y) en
casi todo punto do @ip,

§ neazdy={az | hma<{de 1oy
Qm

Qmen Qv Qm Qr

(agui, la igualdad estd escrita basindonos en el teorema de Fubini
aplicado a la funcidn fy (z, y) que es medible y acotada y, por consi-
guiente, integrable en Q,4,. La pertenencia de la funcién f (z, y)
a A (Qen) 50 deduce, seguidamente, del tecrema de Levi.

12. Int les de tipo potencial. Sea p(z) una funcién medible
y acotada ‘en casi todo punto de 0, } px)l=M casi siempre.
En este caso para todo z€ R, estd definida la funcién u(z)=
=S 0088 o ~p lamada integral de tipo potencial.

2 l=—u®

Mostremos que u (z) € C (R,). Esto ¢s obvio para a << (. Supon-
gamos shora que o > 0. Notemos ante todo que para cualesquisra
puntos #* ¥ z, como también para cualgquier § > 0, se verifica la
desigualdad

tue v @I<| Ipmlﬁ—ﬁl“s

1
fﬂ—vl" Pt-—rl“

< | | )+

[=0-pi<b

+M
qn:m. 14

_— 3 [}
|i=h»|“ lx—yl°‘| $ 47
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Fijemos £° y tomemos arbitrariamente > 0. Como para =0
¥ 3520 lenemos:
inf ———-—;axL su —
Wl |- pl<tiii 0 -p1=8) |z —¥ | 87 etiz-pr=tinif =gl 12—y [*
¥, como
mes {(|s—y|<O) (| 2z"—y|> 8} =
=mes {(|z—y|>8) N (l2"—y|<H)
!‘ dy

e 701

entonces

d’ =
[T =il 1x0
Por ello.

S i (Ix‘:vF+|:—:uF)d"'gzm_{vmﬁaconsl-a"'“

Por consiguiente, se puede hallar (¥ fijar) tal 15 =0, que el primer
sumando en el segundo miembro {17) s0n << /2

La  funcién F(z, p= es  conlinua

1
Ix"-—ﬂl“_ le=yl®
en el conjunto cerrado £ = {]z—x‘|§%.y€6ﬂ(]y‘—z“|;

;6}} yF{z,u) L‘“.zﬂ. Por eso, puede encontrarse tal v, 0<<n<

4%. que F(z, y}{-ﬂﬁw cuando |z—a?|<"n para todos los
ycgmly 2| =6).

or lo tauto, cuando |z—2"|<<wm, el segundo sumando del
segundo miembro (17) tampoco supera de £/2, De este modo,
cuando |x—2'| <, serd varma la desigualdad |u (#%) —u ()| <,
es decir, Ja funcidn u(x) es continua.

n—a>1. Mostremos que en este caso u(z) es continua-

mente diferenciable en R, y qua

e (@)= p) 5t ( ) dy = ﬂlpm Ut dy.
]

t—rl“ ]
V== 1
Como ||T—‘9'_f“‘:; g—m, =1, ..., n,
do de il a In expuesta mds arriba para la fun-

T
cién u (), s0 cstablace que las f

u;(m)=a§ p{y)—ﬂldy. b=, a0y By

yEFE
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son contiouas en Ji,. Luego, de acuerdo con el teorema de Fubini,
para cualquier §, (=1, ..., n,

% i
dr=cl d _=n g,
iuf(:x! i aS :;‘Sn(ir)h_”mdu
= <
iy

=u! p[y)dy‘; -—-——-—-i-l:i:r;i_ d:'—i Py dyxl-al:[ {——“:yie )d:x-

=u(x)— (T ooy Treny 20y Tidgy oo s -'—'n’.

Por eso,
up(z) =ug (2, i=1,...,n

La afirmacién queda d trada

Del mismo modo se establece que si n — o =5, donde s es un
néimero entero, « (z) tiene derivadas continuas de un orden hasta s
inclusive y para cualquier & = (&, . .., @), | [ =< &

D“u(::}—ipty)D“ — dy.

e 4
e
Observemos que la funcién

 (2) = g o) ln|z—yldy,

llamada potenclal logaritmica, es (n — 1) veees continuamente dife-
renciable en R, y para cualquier 2, |a | << n —1,

D“..,(:):-I p(y) DF In|z-—y|dy.
]

13. Integral de Lebesgue de las funciones de valores complejos.
pong: que la funcién f (z), definida en el dominio @, es de
valores complejos

flz) = Re f(x) + { Im f (2).

La funcidn f (z) se denomina medible en @, si son medibles en ¢
las funciones Re f e Im f. La funcién f (z) so llama integrable en ¢,
si son integrables en @ las funci Re f e Im f. En este caso la inte-
gral do la funcién f () se define por la igualdad

j f:t.r.:j Rs,fd.f.-l-ii Im fdz.
Q a
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Sabemos que + ([Re f |+ [Imf<If|<|Ref|+[Imff

por ello, para que la funcidn medible f (z) sea integrable, as necesario
Y suficignte que sea integrable la funm’élll |‘] {(z) |-

. g Leb en una suy (n — 1)-dimensional.
Sea § una superficie (n — 1)-dimensional (de la clase £) ¥ sea S,
mo=1,..., N, el cubrimiento de la superficie § con trazes simples,

N
S = | 8, (véase ol cap. 1, Introduccién). Cada trozo simple se
describe por la ecuacién

Fp=Pm(Zrs -1 Tp-ay Tpsns =+ or Tn)s A

(@10 = oor Tpots sty ooer 2} EDm Pm€C (D) (18)
D, e una proyeccion &, en el plano de coordenadas z, = 0,
i<p=plm)=n, yrep ta un dominio (n — 1)-di ional

con contorno de la clase C').
Con ayuda de ln férmula (18) se establece una correspondenci
biunivoca entre los puntos (zy, . . ., £p_yy Tp+1y - « o Za) del conjunto

Dy v los puntos {xy, . . ., Zpoyy Tpy + « -4 ) pertenecientes o Sn:
a cada} punto (2y, « ..y Tpogy P (Fre oo o0 Fpets Tpiae oo o0 Ta)y
Zptpe -+ o1 En) €8 q ve le pone en| correspondencia el punto (zy,

E '.Gili Zpayy Tpire - - o n) €D (su proyeccién sobre el plano
zp = 0)] =

Supongamos que para cierto m, m = 1, ..., N, &, contiene el
conjunto E. Designemos con & la preimsgen de E que pertenece a D,
para esta representacién. Diremos que E os un conjunto de medida
nula superficial, si & es un conjunto de lo medida nula (n — 1)-
dimensional.

El conj E, pert iente a S, se d ina conjunto de medida
nula superficial, si cada uno de los conjuntos E(] S, m=1,...
N, es un conjunto de medida nula superficial.

Bs facil mostrar que la propiedad del conjunto E < § de ser con-
junto de las superficies de medida nula no dependa de como se escoge
ol enbrimiento §,, . . ., 8y de la superficie §.

El to d junt dida nula permite (andlogamente

p e conj de
al caso del dominio n-dimensional, véanse pp. 1—4) intreducir ol
conceplo de convergoncia on casi todo punto en S y otro, relacionado
con este ltimo, de una funcién medible en § @ integrable en esta
superficie segin Lobesgue.

Una funcién dada en S se llama medible (en §), si en casi todo
punte ge 5 es el limite de la sucesion convergente de funciones
de € (8).

Diremos que una funcién de valores reales f {z) pertenecs a la
clase Ay (8), =i casi siempre en § e el limite de una sucesidn mondto-
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na no decreciento ¥ convergente f (:,), =1, 2, ..., de funciones
continuas en § con una sucesid de s 1 e

(segiin Riemann): - .
S;;.(:)d.sgc' k=1, 2, ... . Una integral superficial (segiin

fohwwa) de la funcibn f(z) de la clase A, (5) se determina
mediante la frmula !}‘ds=mp§f|dﬁ'n tim 7y ds.
Ll 5 LET %

Una funcién de valores reales f (z) dada en S, se llama integrable
segiin Lebesgue en &, si puede ser reprezentada en la forma

fz) = f"(z) — [" (=),

donde f* y f* son funciones de A, (S); con ello, la inlegral de Lebesguo
de la funeién f respecto a S se define por la férmula

j;ds ja‘S jrd.sx

Sea f una funcién dada en §, y sea 5, . . ., 8y cierto cubrimien-
to de la superficie § con trozos simples, Dezxgnemos mediante
™ (210 + + «1 Tp omi=a Tp tmarbs « v Fn) la funcitn f {25, . . .o 25 (wieay
G {T11 « « oy Zp cowi=1v Tp tmbb =+ or Tndr Tp amitar o %) que esla

dada en D,

M que la funcidn f es medible cuando, y sélo cuanda, son
medibles todas las funcionesf™, m = 1, . . ., N; la funcidn f es integra-
ble en S cuando, y s6lo cuando, es integrable en Dy, m =1, ..., N,
cada una de las funciones f™, siendo en este caso

]de— 2‘, f"‘ VIFTV0m Fdz .. deymony dZpmesy d2a (19)

me=t

donde D} = Dy, y Di &5 una proyeccion de Sy, L||I 5, sobre el pla-

no Zpy = 0, siempre que m > 1.
Sifes medibla (integrable), es cvidente que es medible (integra-
ble) coda una de les funciones ™, m =1, .

Mostremos que si son mtegrahln: todas lns iummnuu m™om=
=1, ..., IV, serd Lambién int la f t
d.educe 1a afirmacién acerca de la propiedad de ser medlhle)‘ conside-
raremos, ademds (lo que no resta la lidad de 08).
que /™ € Ay (D) ¥ ™ =0 casi s:empreean moe=1,.. oy N
Para cada m,m=1,..., N, t una 1
no decreciente f{, k = 1, 2. ++ ., de funciones no negativas de € (D,,)




§ 1, INTECRAL DE LEBESGUE 73

que converge en casi todo punto (en D,,) hacia la funcién ™. Exami-
nemos la sucesién Iy, k =1, 2, ..., de las divisiones del cubo
(n — 1)-dimensional K que contiene el dominio Dy: T, es una divi-
siém del eubo K en 21 subcubos iguales de arista igual a ln mitad de
1a arista del cubo K; la divisién ITy es el fraccionamiento de la divi-
sién Il para el cual cada célula (cubo) de TI, sa divide en 2"t
subcubos iguales, ¥ asi sucesivamente. Cualesquiera gque sean
m=1, .., Nyk=1, 2 ..., designemos mediante Dy, , un
conjunto cerrade compuesto por adherencias (de nimero finito) de
todas las células de la divisién II,, que estin contenidas en D,
y mediante 77", una funcién continua en Dy, que es nula en D\ Dy
e igual en Dy, 0 la funcién f*-L (kry.,), donde § (f) = 0 cuando
D<t<i,0()=2t—1feuando7< t<1,5(0) = Lenandos > 1
mieniras que ry,, o8 la distancia del punto (2, ... Zpmi-ws
Zpimins + + o Tn) € Dy al contorno de Doy Es evidente que para
cualquier m, m = 1, . . ., ¥V, In sucesién T k=1,2,..., converge
hacia ln funcién f™ sin decrecer de manera mondtona en casi tode
punto de Dm. =

Definemos la funcién /', m =1, .. .. N, k=1,2, ..., que es
continua en §, de la manera siguiente:

para €8m i =Tn (Zay +-or Tpimio1v Tpgmpdtr o - o1 Ta)s

para 2€ 8NS5, 7:‘-0;

N
y sea fr= 2 . k=1, 2, ... . Esti claro que cada una de las
MM |

funciones fy, k=1, 2 .... es continua en 5 y

N

_Ef»ds- b i?“:as: i‘,)’ﬁrds:

- memd

N
= 2:. J TV TH Vom P dzy « oo Bt @ pimits « ¢« 020 =

ey
N
=3 ni TRV T Von 2y ... 021y 9Fpiusts - - 02 (20)
] “

Ademds, fa 4/ en casi todo punto de §, cvando k—-oco. En
virtud de la integrabilidad en D}, de la funcién f™V 1+ [Venl®
m=1, .... ¥, de (20) se d de quo Ia i6 j'f.d.s,

3
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k=1, 2, .... es acotada. Por lo tanto, la funcién § es integrable
en 8. Pasando en la igualdad (20) al limite para k—- oo, obten-
dramos (19).

De lo demostrado se deduce inmediatamente que todas las pro-
piedades establecidas arriba para el dominio n-dimensional son vili-
das también para las funci medibles e integrables en S.

§ 2. Espacios lineales normados,
Espacio de Hilbert

1. Espacios lineales. Se llama espacio lineal el conjunte #, para
cuyos elementos estin definidas las operaciones de adicién y multi-
plicacién por los nlimeros reales (complejos) que no nos llevan fuera
de & y quo poseen lns siguientas propiedades:

) fy +fy =fy -+ f

by (h + 1)+ 1= f: + {fa + f3)

¢) en # oxiste un elemenlo o tal que para todo f€ F 0.f = o,

d) (e + e3) f = off + cof,

) ¢ (fy + fa) = cfy + L‘?;-

1) (aia) f = ¢ (eaf}.

g if=f
para cualesquiera f, f;, ..., € ¥ y cualesquiera ndmeros reales
(complejos) ¢, ¢, .« . .

En dependencia de por qué nimeros, reales o complejos, sa per-
miten multiplicar los elementos del espacio &, este dltimo sc llama
espacio lineal real o complejo. Para concretar, cansmlemromos en oste
capitulo s6lo el easo de espacios lineales pl Las d
y los ltad dientes se oxtionden sin dificultades algu-
nas al caso de espacios lineales reales.

Un subconjunto de espacio lineal #, que por si mismo es espacio
lineal, so donomina variedad lineal ne ol espacio #.

Sea fr,m =1,2,. .. unsistemn numerabls (o finito) de elemen-
tos del espacio lineal #, Un conjunto de elementos dol tipo ¢f, +

. 4 cpfy, cualesguiern que sean k¥ ey, ..., cy, arhitrarios
¥ complejos, o8 una vaviedad lineal en el espacio # y se llama varie-
dad lineal tendida sobre los elementos fy, k =1, 2, . ., Los elementos

fie v I de F se donominan linealmente mdemdlmtes. si la
)g'ualdad efy + ... + €mfm = 6 es sblo posible para ¢ =
=¢n =0; enel cnso contrario fl, aliy f,, 01 Hnealmam depeudl-
entes, Un junto infinite de per a F =
Nama linealmente ind di lquiera de sus subeonj
finitos es linealmento mda])endlanto

Una variedad lineal es de dimensidn finita (n-dimensional) d
en ella existen n el d ¥ la tacién de

cuoalesquiera n 4- 1 eleu‘mntas suyos es Imealmenu depondiante,
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Una variedad lineal dida sobre los el linsalment,
independientes fy, k = 1, .. . ., a, de ¥ es n-dimensional.

Una variedad lineal sa 11 de di tdn infinita, si p
hallar en ella un subconj linealmente independi qué conste

de un“nﬁmero‘ 1nii!|ito'd.e elementos.

. Esp n espacio lineal # se denomina
normado, si a cada nno de sus elementos f se le puede poner en corres-
pondencia el nimero real || f || = || f llg (norma f), con la particula-
ridod de que esta correspondencia tenga las siguientes propiedad

a) lefll=1e|llf|l, para ¢ complejo y [ arbitrarios,

B [ A+ fall< Ifyll+ lfa |l para cualesquiera f, € %, i =
1,2 (deuiml?lsd triangular),

e) || 1l =0, siondo || £.]| = 0 sblo para f = o.

En el espacio lineal normado se puede defindr el concepto de
distancia || f, — f. || ontre dos elementos f; ¥ fy, ¥ junto con dsta,
el de convergencia.

La sucesién f,,, m =1, 2, ..., de clementos de ¥ se llama
fundamental, si || fx — fm || = 0 cuando &, m = co.

La sucesién fn. m = 1, 2, . .., de elomentos de & se llama
convergente hacia f € ¥ (fm—J cvando m—=c0, 0 lim fu =

e

= ), si |f — f =0 cuandn m - oo,

Una sucesién no puede converger hacia dos elementos distintos,
puesto que si || fm — 1= 0 ¥ [l frn — gll =0, coando m —- o,
entonces || f—gll=1f—=fa+fu —pgl<Ifn—11 -
4 || fm — g ||=0 cuando m — oo, es decir, || — g =0, de
donde f = g.

Si fu — f, ontonces || | = 1|/ || {continuidad de lz norma).
Efectivamente, en virtud de la desigualdad triangular || fm | <
S fm—fH+UFN Y UFU<Ufn—Jli+ Nfimll. Por ello,
W l= < I fw —7ll—+ 0 cuando m—oco.

Si una sucesién os convergonte (f, —= f), también es fundamental,
puesto  gue

Wih—fm == f+f—tnll N —=Fll+If—fall—+
— U coando k, m— co.

Lo afirmacién contraria, en ol caso general, no tiene lugar.

L] espacio lineal do se llama compl ra toda i
fund tal de sus el so puede hallar un elemento de este
espacio hacia el enal la sucesitn converge.

Un espacio lineal normade completo B se denomina espacio de
Hanach.

Una variedad lineal en el espacio de Banach B gue es completa
en la norma de B (y, consecuentemento, os de por =i un espacio de
Banach do la misma norma) so llama subespacio del espacio B. La
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variedad lineal tendida sobre un finite de ol tos de B
es un subcspacio del espacie B.

Sea off nuna variedad lineal en B. El conjunto of obtenido como

m‘alladn r|e lu arllcnfm a off da los alemenl.oﬂ limites de todas las

de ientes a of (en el

io B ludn ion fund tal uene un elemento limite) se
Nama adherencia (en B) de la variedad of.

Es evidente que la adherencia of de la variedad lineal «# es una
variedad lincal, Mostremos que es completa. Sea fy, k=1, 2, ...,
una sucesion fundamental arbitraria de elemenlos de of, y sca =
= ‘llm fre Cerciorémonos de que f € of. De la definicién de of so
deduce que para cualquier k =1, 2, . .. existe un elemento fi € o
tal que || fi — fu Il << 1/k. Por eslo,

llf—h | = |1!—fl + fa —-f-” éfﬂf L lI + k=0

cuando k—co, es decir, f = Lo oltimo precisamente
a

significa quo f € of.
Asi pues, la adherencia de una variedad lineal en B es un subespacio.
La adhereneia de una variedad lineal tendida sobre los elementos
_!,.;j;.;= 1, 2. ..., se llama subespacio tendido sobre los elementos indi-
can

El conjunto o' = B se llama acotade, =i existe una constan-
te € tal que || f || < € para todo f € off’.

El conjunto of' — B se llama sieinpre denso en B, si para cualquier
elemento | € B existo una sucesién fi, k=1,2, ... ., deelemen-
tos de off’ convergente hacia f. El espacio de Banach B se denomina
separable, si existe en él un conjunto numerable siempre denso.

3. Producto escalar. Espacio de Hilbert. Diremos que en el espa-
cio lineal H se ha introducide un producte escalar, si a cada par de
elementos fiy, hy € H so le ha puesto en cor
complejo (R, ky) (producto escalar de estes e‘iemantoa) Y que esla
correspondencia tiene las siguientes propiedades

sé (g, hy) = (hy, hy) (en particular, (h, ) es un nimero real),
()

b) (hy + kg, B) = (hy, B} (hey ),
¢ (ehy, hy) = ¢ (Ay, hy), para todo ¢ complejo,
d) (k, ) = 0, siendo (A, B) =0 sélo para b =o.
Enunciemos la siguiente importante desigualdad de Buniakovski:
[ (Ryy o) P << (g, By« (hay o)

que se verifica para coalesquiera b, y ky de H. La desigualdad fi)
se muestra a las claras, cuando hy = o. Sea hy 7 o. Siendo ¢ arbitra-
rio y complojo, 0 (hy-thay hy+-the)= (b, ho)4- (hy, i) +1 (hy, Bia)+
Aty Be). S b= _%'-_::J‘_. esta desigualdad toma la forma
¢ 1

(hys Biy) — “z;:’i l}ﬂ. que es equivalente a (1),
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El producto escalar engendra en el espacio A la norma || A || =
= ‘V:'j k). Para la norma introducida de esta manera las propieda-
des n) y ¢) son evidentes. Con el fin de demostrar la propiedad b) (desi-
gualdad triangular) emplearemos la desigualdad de Buniakovski

Why+ha | =1 Ay 1P 4 (e, Ba) - (e B) -+ (| B P
AP+ 20 R B g I g [P = (0 e 1 1] B 12

Un espacio ltml continente en producto escalar, completo en la
norma engend por el do producte (es decir, que el espa-
cio es de Banach en dicha norma), se llama espacio de Hilbert.

A la par con la convergencia (segin la norma) resulta cémodo
introducir en el espacio de Hilbert otro tipo de convergencia. La
sucesion by, m=1,2, . .., de H se denomina débilmente convergente
hacia el elemento k € i, si im (hy, f) = (h, [) para cualguier

elemento f € H.

Mostromos que ln sucesn’m no puede converger débilmente hacia
distintos ol tos de H. mos que existen dos elementos
hy k' € H, para los cuales l[rll (s N =0, ) ¥ hm (s ) =

= (k', f), cualguiera que son fE H. Entonces, para c.ndt\ fEH se
tigne (h — W, fy = 0, en particular, cvando f = h — k', tenemos
(h— &', k—-h’) =0, es decir, h = &'.

Si la sucesion hy, € H, m =1, 2, ..., converge hacia h € H,
ella serd también débilmente convergente hacia h. En efecto,
[y ) = (B D) | = [ (b — B /) | =< | 2 — BILIIF 1| =0 cnan-

do m— co.

4, Formas bilincales hermiti ¥ product ! qui
lentes, Di que en el espacio de Hilbert H estd definida una
forma bilineal hermetiana W, si a cada par de nlumonbos hy ¥ by de
I s lo ha puesto en un W (ly, hy)

¥y que esta wrrespondancm posee las nlguiem.os propiedades:

a) Wihy <+ kg, B) = Wihy, k) + Wi(h,

b) W (chy, ko) = cW (hy, hy),

) W (hyy hg) = W (s Iy)
para &, hy, hy € H arbitrarios y ¢ complejo y arbilrario.

Se llama forma cuadrdtica de la forma bilineal hermitiana W (h,,

ha) la funcién W (&, #) definida en £1. De la propiedad ¢) so desprende
quu] In forma enadrética de la forma bilineal hermitiana es de valores
reales,

A ftitulo de ejemplo de la forma bilineal hermitiana dada en H
sirve el producto escalar. La forma cuadratica correspondiente o esta
forma bilineal es el cuadrado de la norma engendrada por el producto
esealar.

Si la forma cuadratica de cierta forma bilineal hermitiana posee
la propicdad de que Wih, ) =0 para tedo heH y Wk, h) =0
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s6lo cuando h = o, entonces la forma bilineal W (A puede con-
siderarse como un (nuevo) producto escalar cn J} fV Ny, Big) =
= {hy, hy'.

[.la norma (nueva) correspondiente se definird en este easo por la

igualdad || A | = VW (k, h).
La norma || | se denurnmn equivalente a la norma || |, si existen
tales constantes €, >0 =0 quo para cualguier elemento

heENhI =G Ilk I8 llh 1| Q Cy IR 1. Los productos escala-
res {,) ¥y (.)* se Jlaman equivalentes, i son equivalentes las normas
engendradas por ellos.

8i Ya norma || ||' s equivalente a 1a norma || ||, el conjunto # serd
;.-apu(c]i? de Hilbert (es deeir, completo) también en el producto esen-
ar (.)'.

Efectivamente, supoogamos que una sucesion de elementos

by k=1,2, ..., do H cs fundamental sogim Ja norma || | @ || &y —
—h, I’ =0 cnanda k, 8 — oo, Pucsto qua ]|k,. — b= C: |l by —
Ryll 7y 1a i6n citada es fund en la norma || ().

Como M es un espacio complete en la norma || l|. existe un elemento
h € H hacia el cual converge en esta norma la sucesién en considera-
cién: |[hy —h||—+0 para k—-oo. Dado que | hy —h|' =
= C; | hy — k|| la sucesién es también convergente hacia h en la
norma || . Lo afirmacién queda demostrada,

5, istemas | Los el Iy
y hy € H se llaman ortogonales (hy L B, i (hy, Biy) = 0. Un elemen-
to k so lama ortegonal al conjunte H' < H, =i (h, h) = () para todos
los k' € A°. Dos conjuntos A" y H" de H se llaman orlogonales
(H' L H", si (b, k") =0 para cualesquiera k' € ', I" € H".

8i h € H es ortogonal al conjunto A sismpre denso en i, enton-
ces h = o. En efecto, soa ki, k = 1, 2, . . ., una sucesién de elemen-
tos de H' y supongamos que hi—= h cuando k — oo, Puesto que
(ht, h) = O para tedo k =1 y ln convergencia (hs, h) — || & ||* o=
débil, entonces || h || = 0, es docir, & = 0.

Un elemento k € H so denomina normado, si || k || = 1. Un con
junto H'— H se llama orfonormal (sistema ortonormal), si todes sus
elementos son nonnndas y nrtngunalas a2 pares. Un conjunto orto-
normal es, claro estd, 1

Un conjunto uumemhls {o finito) de elnmentml lineplmete inde-
pendionte /iy, k=1, 2, ..., puede t on un i
numerable (o finite) ortonormal de la manora siguiente (m&ludo de
Gram — Schmidt):

h, by —(hg. ) ey
ATFRT ' T Wh—Ga el
o hnthn ) ey— o= e e ezt

T #n = (hn, egdey—-oo—(ha, enoglengll " 777"
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(en virtud de la suposicién de que el conjunto hy, k=1, 2,.. ., es
lingal dependiente para todo n =2, h, — (hy, &) e —
— oo = (bny Eama) Eaq 0.

6. Serics de Fourier segin un sish 1 arhitrari
Sea f un elemento arbitrarvio de i y sea ey, . . ., &, . . . cierto sistema
numerable ortonormal en H (si ol espacio  es de dimensitn finita,
se debe tomar un sistema ortonormal formado por un nimero finito
de elementos). Designemos por H, el subconjunto tendido sobre los
elementos e, . . ., £, para cierto p == 1 y hallemos en Ky, un elemento
més proximo (en la norma del espucio A7) al elemento f. Puesto que
para ciertas constantes ¢y, ..., ¢p un elemento arbitratio de Hy,
tiene la forma

P
M erer, ol problema se reduce a la bisqueda de tales niimeros
T

€y +oes €p para los cuales s1 i la gnitud
»
8y (fs 010 oo erep) = = r%:!:.-r,ll'-
Introduzcamos los nimeros fy (f, e} & =1, 2, ., ., llamados

coeficientes de Fourier del elemento f segin ol sistema e, e, ...
TPuesto que

P »
LRTHOR --A.c,1=(;a'g“,‘c.e,. f—z}‘c’e:}=

P ® L
=N1P= 2 efe = B &frt 2 orft=

ey r=i -]
= 2ta—sp=B1nE+11P,

la magnitud 8}, (fi cxy »..,£p) aleanza el minimo sélo cusndo
gre=fr, r=1, ..., p, ¥ este minimo (designémoslo mediante &, ()
3

es igual a rwn?—r;?= 1ol

S (N=11F— 3 1P

De este, modo, dade f, para todes los ¢, . . ., ¢p, tiene lugarla
desigualdad

P P
(1= 2 eeel=l1— 2 feeefl,
L re=]
que expresa la fedad minima de los coefici de Fourier, con

la }mrticul?ﬁd;d “de que la igualdad se logra sélo cuando ¢, =
=fnr=1, «...... P
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Designemos con f* el Gnico ol quo en ol subespacio Hy es
mhs proximo a f:
L
= rzl fetr-
En este caso
f = 1717 =8, (). (3

Bl clemento fF se llama proyeceidn del clomento f en el subes-
pacio M.
De la ocuacién (2) so deduce pue para cualquier elemento f€H
P

y eoalquier p=1 teoemos Eluri‘glln['. Esto significa que la

serie numérica E‘[f,li converge y tiono lugar le desigualdad de

Bessel
3 E<ITIP
Fel
LeMa 4. Sea fu. k=1, 2, ..., una sucesidn de mimeros complejos
y sca ey, k=1, 2, ..., un sistema ortonormal en H. Para que la

serie ‘g‘f&’k sea convergente en la norma de H, es necesario y
suficiente que la serie numérica .S,IH,F sea convergenie.

Sen S,:é}ﬂf.e, una suma parcinl de la serie ;}I jrer. Para
p>q tenemos la igualdad ||s,,—s,|.r-‘=llél!mrli'-glim‘. de la

cual so desprends que la convergencia dela serie 2] |/, [* es necesaria
v suficiente para que sea fundamental la sucesion de sumas parciales
de la serie y, por este motivo, a causa de sor el espacio H complota,
para la convergencia de esta serie. El lema esti demostrado.

Sea f un elemonto arbitrario de H y sean fy, k = 1,2, ..., 5u8
coeficientes de Fourier segin el sistema ortomotmal ew, k=1,
2 ... La serie

‘E fren

se denomina serie de Fourier del slemento f segiin el sistema e,
k=12 ...
De ln designaldad de Bessel y del lema 1 se infiere
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LEMA 2, La serie de Fourier de un elemento arbitrario | € H segiin
un sistema ortonormal arbitrario converge en la norma del espacio H.

El lema 2 afirmn la existencia del elemento ?‘E H, hagin el cual
converge la serie de Fourier del elemento f. Naturalments, sarge una
pregunta: cserd vilida la igualdad 7 = f para todos los f € H?

En el caso general, =i no se hacen ni posiei dici
les respecto al sistema ey, ¢y, . . ., n excepeion de que sea ortonormal,
la respuesta n esta pregunta serd negativa.

7. Base ortonormal. De (2) se deduce que a medida que crece p
la magnitud &% _(f} sélo puedo disminvir, cualquiers que sea f € H.
Por eso, a priori pueden presontarse dos casos:

a}) para todos los f € HE};_ (f) —+ 0 cuando p—= co,

b} existe un elomento feH tal que para &l B},Pm-—»:;\-ﬂ
cuando p — oo,

En el caso a), debido a la ignaldad (3), para todo f € H tiene lugar
la correlacidn

f=1lim é Iney
pesan ke

o, lo que es lo wiswo, la igualdad

f= n§1 freny 4
es decir, en el caso a) la seric de Fourier de cualquier elemento f con-
verge (en la métrica de H) hacia f. Ademds, para todo f € If tiene
lugar la igualdad

(B =*%]I sy (5)

denominada igualdad de Parseval —Steklov, y otra igualdad

{f. g}-.é: Jngn (59

qneﬁg&nurallaa (5) y es vilida para cuulesquiora elomentos f y g
de

La igualdad (5) se desprende de (2). Demostremos la igualdad (5).
Ante todo indiquemos que la sorie en el sogundo miembro es absolu-
tamente convergente, puesto que el término comin de ln serie es
mayorado por el términe comim de la serie convergente: | fuz, | <
60371
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<3 Ul B+ e ). Luego, en virtnd de (4)
(1, g)=lim (f*, g}~ lim (5} frens g) =
psto peve K=1
» - -
=lim ¥ fyles, gi=lim X hga=ﬁhg..-
pe00 K] P =1

Lo que se trataba de establecer.

En ol caso b) existe un elemento { € H tal que la serio de Fourier
de éste converge (de acuerdo con el lema 2 del punto apterior) hacia
el elemento ] 5= f, es decir, el elemento i = f — f 5= 0. De este modo,

1=h+ 3 hen,
=1

donde i 5= 0y h es ortogonal al subespacio tendido sobre el sistema
Epy gy - o -

Volvamos ahora otra vez al caso a) el cual, naturalmente, serd
para nosotros de mayor interés.

Un sistema numerablo ortonormal e, ey, ... e llama base
completa o bien ‘ortonormal del espacio H, & cualquier elemento
f € H puede ser desarrollado en la serie de Fourier (4) segin este sis-
tema.
De lo demostrado anteriormente se deduce 1o validez de la siguien-
te afirmacion.

Lena 3. Para que el sislema orfonormal ey, e, . . . sea base orto-
normal de H, es necesario U suficiente que para todo elemento f € H
tenga lugar la igualdad de Parseval — Steklov(5). o para dos elementos f
v g cualesquiera de H tenga lugar la fgualdad (5').

LEMA & Para que el sistema orionsrmal ey, ¢4, . . . sea base orlo-
normal del espacio H, es necesario y suficiente que una variedad lineal
tendida sobre el sistema sea un conjunto stempre denso en H.

Si ol sistoma &y, €. . . . 88 una base ortonormal cn H, entonces en
1a norma de H todo elemento f € H es aproximado con cualguier gra-
do de precisién por sumas parciales de su serie de Fourier que son
;?mhinaaimns lineales de este sistema. La necesidad queda asi esta-

ecida.

Demostremos la suficiencia. Sea f un clemento arbitrario de H
Para &= 0 arhitrario hallemos el nimero p=p (&) ¥ los nimeros
¢ (), . . . € () tales que

"f—é‘a{s}e;“{& En virtud de la propiedad minima de loa
coeficientes de Fourier

11— nalb<li- £ awal<e,
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de donde =¢ deduce la posibilidad de desarrollar f en la serie do Fou-
rier (4).

TEOREMA 3, En el espacio separable de Hilbert eziste una base orto-
normal.

Sea ki, h;un conjunto numerable siempre da_nso en i, Designemos

por Iy el primer elemento by (b = ... = ki = 0) de este con-.
juoto distinte de cero, y mediante hy, el primer elemento del conjunto

Bty Bhgezs « - oy que junto con by forma un par de elementos Ji-
nealmente ind dientes, etc. El sist bla (o finito) /iy,
h?. . . . es lineal to independiente v las binaci lineales fn+

de este si son siempre densos en H. Transformemaos
el sistema hy, ky, . .. (p. 5) en un sistema numerable ortonormal de
elementos e, ey, ..., cuyss combinaciones lineales son también.

siempre densas en H. De ncuerdo con el lema 4, este sistema es una
base ortonormal del espacio H. El teorema 1 esté demestrado.

§ 3. Operadores lineales.
((fhn']unm compactos.

1. Operadores. Funcionales. Sean B, y B, espacios de Bannch
¥ sea B} um conjunto vbieado en B,. Direnios que en B} estd definido
el operador A (operador A de B, en By), si s todo elemento | € B s
le ha puesto en correspondencia algin ol o g €8, g = Af.
El conjunte B} se denomina campo de definicién D,, D, = B,,
del operador A y el conjunto de elementos del tipo Af para’f € D,
eampo de sus valores Ry, = B,.

El operador A recibe el nombre de funcional, si el espacio B, oz
un conjunto de nimeros complejos (por norma en este Gltimo se toma
el médulo del ndmere complejo). Comi te, las funcionalos se
desiguan con letra [

Los uperadores més sencillos son: el operador O, nulo, v {cuando
B, = B,) I, vnitario, determinados de la iguiente: O
para todo [ € Dg, If = { para lodo f € D,.

in uperador A se i L en el el f€D,, s
todo sueesion fy, k == 1, 2, . .., de clementos de D, convergenle en
la norma de B, hacia /, es transformada por & en la sucesidn Af,,
k=1,2 ...queen la normo de B, converge hacia Af. Un operador
A se lama continue en el conjunto £ < D, (en particular, en D,),
8i es continuo en todo elemento f € E. El operador 4 continuo an
Dy, lo llamaremos continuo.

Un uperador A so denoming lineal, evando D, es wna variedad
lineal ¥ 4 (eyfy + e2fs) = e Afy 4 x4, para todo elemento f1eDy
¥ todo nimero ¢y, i = 1, 2.

=0

(14
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El operador linesl A pone en correspondencia ol el to nulo
del espacio B4 con el elemento nuio del espacio By, ya que
Ao=A({0.f) =0-Af =0
(f es un elomento arbitrario de Dy).
Para que ¢l operador lineal A sea continuo, es necesario y suficiente
gw’lo sea en el elemento nulo (o, en general, en cualquier elemento de

A

La necesidad de Ia alirmacién ¢s evidente. Domostremos la snfi-
ciencia. Sea f, k=1, 2, ..., wna sucesién de elementos de D,
quo converge hncia fED,. Como gy =f —f, k=1,2, ... es

una sucesion de clementos de D, convergente hacia cero, Agy —0
euando k — co. Esto implica que Afy — A/ cuando k — oo, La afir-
macion estd demostrada.

Supongamos que A, =1, 2, son oporadores lincales de B, en
Bs, Day=Dge, v €. i==1, 2, cierlos nimeros. Definamos el ope-
rador A=¢ A, +ed; de la manern siguiente: para todo fED, =
=D Af =eyA,f +e2Aaf. El operador A es también lineal.

Asi pues, en ol conjunto de operadores lineales con campo de
definicifm comin ealdan introducidas los operaciones de adicién y
wmultiplicaeion por piimeros complejos. No es dificil convencerse de
que este conjunto forma un espacio lineal,

El operador lineal A se denomina acotado, si existe una cons-
tante C=0 tal que || Af [|a;=<<C|l{|lu, para todo fED,, o, lo que
es! lo mismo, [|Af|s:=<C para aquelles feD, con los que
N e =1.

Lo coly inforior exacta de los valores de la constanle € se llawma
norma del operndor A y se designa mediante || A |

Mostremos quo
11 Al

!l’illdfgl::pw;. sup 1| Af llsa ()
A ""Eu‘"
Desig con @ la expresiin sup || Af llas” 111 5.
%D,

Como paca todo €D N Aflios /1 {5 e, entonces || Afj<c.
Probemos la designaldad reciproca. Segfin la definicién de cota
superior exacta, cualguiera quo sea &=>0, existe un eolemento f, €
53". para ¢l eual || Afellss /|l fells, =22 —e. Esto significa que
I‘Aﬂ;;a-—s para todo e=0. es decir. [|All==. Asi pues,

Al|=x.
n particular, si el operador A es wna funclonal lineal acotada,
A=I, =u norma es

L o _
Il ﬂ‘ﬁﬁlmf‘ sap 111

i gy=t
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Observemos que un comjunto de operadores lineales acotados con
gl campo de definicion comin es una variedad lineal en el conjunto
de todos los operadores lineales con el mismo eampo de definicifn.
La norma introducida del operador lineal acotado satisface todos los
axiomas de la norma. Es facil mostrar que este espacio normado es
‘completo (es decir, es el espacio de Banach).

na relacidn entre los ptos de continuidad y acotacidn para
los operadores lincales se releva por la siguiente afirmacidn.

Para que wn operador lineal A sea continuo, es necesario y suficiente
que sea acotado.

SUFICIENCIA. Supongamos que una sucesién fp, k=1, 2, ..., do
D, converge (en By) hacia f£D,. Como

[l Afx—Af o =] A (fa—£) I | AN Fn— 1l = ©

ounndo k—- oo, resulta que en D AF,—Af cuando k— oco.

Soponj; que cl operador A no es do; en este
caso existe una sucesidn fi, k=1, 2, ..., de elementos de D,,
para la cual || Afy la; =k || fi ||ls;. Pero esto contradice a la conti-
nuidad del operador 4, puesto que la sucesidn fy = fi/(k || fills:).
k=1, 2, ..., pertencciente a D,, tiende en B, a cero, mioniras
que la sucesion Afp. k=1 2, ..., no puede tender u Ao=o,
porque || Afy ||z ==1.

Un operador lineal acotado 4 con el enmpo de definicidn O,,
sicpre denso en By, sicmpre podemos considerarlo prefijado en todo
el B,, definiéndolo adicionalmente en B, ~ D, del modo siguicente,
Sea f cuslquier clemento de By D, ysea [y, k =1, 2, .., noa su-
cesion de elementos de D, que en la norma de B converge hacia
f (D4 es siempre denso en B,). Como el operador 4 es acotado, la
sucesion Af,, k=1, 2, ..., de elementos de B, es fundamental
en B,. Siendo B, completo, la sucesidn Afy, k=1, 2, ..., tiene
limite en B,. Mostremos que vete limite no depende do edmo se elige
Ia sucesién fu, & =1, 2, . . . Efectivamente, sea fi, k=1, 2. ...,
alguna otra sucesién de D,, convergente hacin f. Entonees, [l4fi —
— Al e, = A U= Na, =14 | N/ —fullm—0 cuan-
do k — 0. Por consiguiente, ¢l limite s6lo depende del alemento f.
Tomémoslo por el valor Af del operador A en el elemento f. La am-
pliacidn obtenida del operador, 1) da ampliacién segin la
dad, es un operador lineal acotado, dado en todo el B,.

Si A, ¥ Ay son operadores lineales para los cusles Ry, < Dy,
el operador lineal 4,4, en Dy, con un campo de valores en Ha,
se determing asi: A4,/ = A, (4.f). 81 4, v A, son operadores ncota-
dos, A,4, es también acotado ¥ || Al || < | Ay [ | Ag 1l

Supongamos que para todo g € Fy In Ecuaelgn Af = g tiene Ja
finica solucibn f € D,. Esto significa qne en /4 estd dado un opera-
dor (designémosio mediante 4-') que con el elemento g € /£, pone
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en correapondencia agquel dnico elemento f € D, para el cual Af = .
EF aperador 4-* se denomina ulwml del operadeor A. Estd claro que
Das =Ry Rama=D,, A4 =1, A4-2 =], Si ol operador A
es linenl. el operador inverso A~ e\ tambicn lineal,

2. Teorema de Riesz. Como ejemplo do unn funcional lineal
weotads, definida en el espacio de Hilbert, figura wn producto esca-
lar: fijomos al azar un elemento & € H, entonces (7, &) es (segim f)
una funcional lineal acotada (la acotacitn se desprende de la des-
igualdad de Buninkovski). Es muy interesante que con la eleccién
adecuada de h € i toda funcional lineal acotadn, definids em H
(o. en virtud del p.1, en un conjunto siempre denso en H), puede ser

tada como un lucto escalar. lta vilida la siguiente
lmportnntu afirmacién.

TEoREMA i (Teorema de F. Risz), Para toda funcional lineal aco-
tada [, definida en el espacio de Hilbert H, existe un solo elemento h € H
tal que para todos los { € H se cumple

Ly =(f, b (2)

Demostrando este teorema, limitémonos al caso de un espacio
soparable de Hilbert H {emplearemos el teorema sdlo para los espa-
cios de este género).

Sea ¢, ..., £, ...una baso ortonormal en M (la que existe en

virtud del teorema 1, § 2) ¥ sea D fxey un desarrollo en la serie
A=1

B
do Fourier de cierto elemento f¢ H. Dado que ) fyex — [ para
p—~o0, en vista de la tinnidad de la funcional [ sa tiene
P o -
Uh=Yim (D frer) =lim 3 fallen)= 3 falins (3)
s =1 press =] sl
donds Iy =TIy}, k=1, 2, ...
Examinemos el elemento h"-‘g hyey. Sabemos que |L(h7)|<
1

=l 1] (acotacién de la funcional I) y que I{h)® =g‘h£ (en) =
=é}']h,|’=||h~‘|j'. Entonces, para todos los p;léllhligﬂlu:.
Esto significa que la serie *§‘ | Ay es convergente y .Zi' P
= ||!|F. Do acuerde con el loma 1 (p. 6, § 2) la serie ¥ hyen con-

varge en la norma del espacio H hacia ciorte slomento he H
(% son los coeficientes de Fouorier del elemento h).
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nuidad de la f

Sustituyendo en (3) fx = (f, &) v valiéndose otra vez de la conti-
ional 1, obt la igualdad (2):

1S (=, 3 e =(h b

Si a la par con la representacidn (2) existe otra representacidn
de la funcional i: I (f) = (f, h'), entonces (f, h — h") = 0 para todos
los f € H. Esto quiere decir que b = ', El teorema queda demos-
trado.

Observemos que al d trar el 1, hemos establecido la
desigualdad || & [| < [j ]]. De (2) ¥ de la desigualdad de Buniakov-
ski se d:\d?r.o una desigualdad reciproca || 1 || < || k |I. Por lo tanto,

Ll =1lihl.
i 3. Operador conjugado, Sea I7 nn espacio de Hilbert y sea 4 un
operador lineal de H en K, definido en el conjunto D, siempre denso
en H (en el caso general no se supene que el operador A sea acotado).

Snpongamos que D s es un conjunto de todos los elementos de
H que poseen una propiedad siguiente: para todo g € Dae existe un
elemento h € H tal que para cualquier f € D, se cumple la igualdad

(Af, g} = {f, B

El conjunto Das es no vacio, dado que el elemento nulo del espa-
cio H le pertenece: el elemento k = o cuando g = o.

Demostromos que a cada elemento g € Dys le estd asignado un
solo el h € H. Supong al contrario, que a cierto g € D e
le corresponden dos el tos by h' de H. En este caso para todos los
f € D, tiene lugar la igoaldad (f, A — h') = 0, de la enal se deduce
que h ==}’ (recordemos que D, es siemprs denso en H).

De este modo, en D, « estd dado un operador que vamos a desig-
nar mediante A*: a cada elemento g € Dy le estd asignado un ele-
mento Gnico b = A%g € H tal que

(Af, g) =1, A%g) (4

para todo f € D,. El operador A* se llama confugado al operador A.
El conjunto D,s de todos los elementos de /, para los cuales se
ple la igualdad " Iquiera que sea f £ D, es el campo de
definicién del operador conjugado.
Sean g, v g. elementos arbitrarios de Dus, ¥ ¢, ¢y, nlimeros com-
p\zigt cualesquiera. Bntonces, en virtud de (4) tenemos para todo
At

f, ed® st ed®g)=a(f, A'p)+all, Ag)=
= (Af, @) e (Af, ga) = (Af, ey +easta).
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Esto significa que &8+ cags € Dae (08 decir, Dis o5 una variedad
lineal) ¥ A*(cyp + cos) =y A°G1 + coA®ge. Esto quiere decir que
el operador A* os lineal.

upongamos aliora que ol operador A es acotado. En vista del
p. 1, g le puede considerar dado por todo el espacio H. Tamomoe \\u
elemento arbitrarie g € H. Una ¥1mc1ml lineal I (f) = (Af, g
acotada, porque | [(f) | < || 47 |l 118 H<Al Ngmif lI
acuerdo con el teorema de Riesz (p. 2), existe tal elemonto (ﬁmoo}
heH que L(f) = (4f, g) =/, B) = (J, A*g). Por consiguiente, la
igualdad (4) se comple para fodos los ¢ € H, es decir, D e = .

Demostromos que el operador A* es acotado ¥y que || A* || =
= |1 4 ||. Sustituyendo en (4) f = A*g, obtendremos para g € H
arbitrario

4% = (A, =<l A Al e =t Al lel I A%

Por eso, | A*2 1< 1A |l [l g 1], esto es, el operador A* es acotado
¥ IA* || < 1A || Sustituyendo en (4) g = Af, obtendremos, and-
logamente, para todo f € H: || A* || 2> || A || Por lo tanto, || A* || =
=14l

Asi pues, el operador 4%, coujugado al operador lincal acotado A,
estd definido sobre todo el espacio, es lineal, acotado y su norma s
igual a la del operador 4. _

Es facil comprobar que (4%)* = A, {rA 1* =cd®* (¢ os un ni-
mero complejo), (4 = B)* = A% 4+ B*, (AB)* = B*4*.

4. Representacion matricial de un npm:dm- lineal acotado. Al
demostrar el teoremn de Riesz hemos establecido que una funcional
lineal acolada dada en el espacio scparable de Hilbert se define com-
ﬁletnmenm por sus valores on la bose orlonormal de este espacio.

0 mismo sucede también con los i lineal

Sea 4 un ador lineal eotado que actia desde un espacio se-
parahledeHlfD;nHenH Sea D, =H, yseane, ...ty .-
una base ortonormal de H,

Llamaremos representacidn matricial dol operador 4 en la base

1y «roy €ny oo 0 Jematriz infinita o= (dey, €)= (e,, A%), i=1,
j=1. Puesto que (tl e, e)=ay, f=d, 2, .... son coeficientes
de Fourier del el A*ey, ent de rdo con la igualdad

de Parseval —Steklov (igualdad (5), p. 7, § 2), la serie ) |a,
=1
converge y para todos los j=1, 2, ... es vilida la desigualdad

3 ledf =1 AP <) A = AP ®
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Tomemos un elemento arbitrario f € H y sen f= 2 fuex su
-

desarrollo en una serie de Fourier. Como el elemento Af € H, sus
coeficientes de Fourier son

(Af);=(Af, efy=(4 .‘§. fien "')=§. fi(des, B:Jhg‘hﬂu- (8)

j=1, 2, ... La seric en el segundo miembro de (6) converge
sbsolutamente, ya gque el término comin fia,; ¢s mayorado pol el

término comiin de la serie convergente % (i P+ @y ¥). Sustitu-
yendo log wvalores de los cocficientes de Tourier en la serie

de Fonrier Af=2 (Af);¢;, obtendremos
=)

Af = ;(g.“uf!} e 4]

De este modo, cualquiera gque sea f € H, el elemento Af€H
puede ser hallado par f, sélo con la ayuda de la matriz (a;). Lo Gltimo.
significa que 1o matriz (a) define completamente el operador A.

Cuando (a;;) es representaciin matricial del operador 4 en la
base ey, €, - . -, ¥ {a}), In representacién correspondiente del opera-
dor conjugado A¥, tenemes

af, = (A%, e) = (e, Ae;} dyy para todos los § > 1, ] =1,

El operador A se llama de di idn finita (n-di tonal), cuando
representa e} espacio de Hilbert H en algin subespacion-dimensiona
Suyo.

yScnl.!’,.u.u hespacio del espacio H, tendido sobre Jos el 05
€, - -+ €no Para que un operador lincal acolado A transforme el
espacio H en H,, es necesario y suficientequea, = 0 para | > n,
i =>1. Esta afirmacin se deduce directamente de las igualdades
6) v (0-

5. Oy jug T de proyeecién ortogo-
pal. Un operadoc lineal acotado que estd definido en el espacio
de Wilbert H y aetiia de H en H, 56 Hama autoconjugado, sid = A*,

Al aperador autoconjugado 4 ge le puede asignur la forma bili-
neal hermitiana W (f, #) = (Af, ) v la forma cuadritica {Af, f)
correspondiente a ésta. Dichas formas se denominan, respectivamen-
te, bilineal v cuadritica del operador A. La forma cuadritien de un
operador antoconjugade es de valores reales. Si (Af, f) =0 para
todo f de H, el operador autoconjugado A se llama no negativo.
operador no negativo so denomina positive, si (A], f) = 0 sblo cnando
f=o.

a, Dmosad
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La representacion matricial (a,)) de un operador autoconjugailo
(; lo ¢l espacio H os separable) posee ln siguiente propiednd:
ay=dpy, Li=1, 2, ...

Supongamos que &, eq, . . . 05 cierta base ortonormal de un espa-
«cio separable de Hilbert H, &, ..., &, ... 08 un subgonjonto
numerable (o finito) de dicha base, y €y v n Efa oo s UD sub-
conjunto de una base, adicional a la clegida. Denotemos mediante
9¢' el subsspacio tendido sobre los elementos ¢, k=1, 2, ...,
y mediante N*, el subespacio tendido sobre los elementos ey,
k=1,2, ... El subospacio N’ (N") es una coleccion de elementos,
pert ientes al espacio H y ortogonales a todos los elementos ey,
E=1,2 ...(e, k=12 ...). Lo mismo expresamos diciendo
gue el} subespacio ' (M) es un conjunto de todos aquellos elomen-
tos de i en cuyos desarrollos en series de Fourier segiin la base e,
k=1, 2, ... los cooficientes de Fourier de los elementos ey,
ki, 2, ... (e, k=12, ...)s0n todos nulos (esto es, en los
desarrollos faltan los miembros correspondientes). Los subespacio
P’y N" son ortogonales, N' L N".

Comparemos un elemento arbitrario f € H, cuyo desarrollo en la
serio do Fourier tiene la forma ) fags, ¥ los elementos

r=Pt=3 e F=Pi=3 fhhon ®

Las series de (8) convergen en la norma del espacio & en virtud de
la desigualdad de Bessel y del lema 1 (p. 6, § 5? Por eso, las corre-
laciones (8) definen en H dos operadores P* y P”, los cuales son linea-
Qes. Los campos de sus valores son: Rp. = W', Ap- = N"
Los operadores P’ y P se llaman operadores de proyeccidn orfo-
nal del espacio / sobre los subconjuntos N’ y N, respectivamente
pem; abreviar, en lo sucesivo los vamos a llamar operadores proyec-
tivos).
Un operador proyective es acotado y su norma es igual
Efectivamente, como para todos los feH || PP = IIf]

=3 11aP< S Uh =1 1P, resulta que | 7| <1. Poro, Pre, =
=4gy,, &3 decir, || P"[}=1.
Un operador proyectivo es autoconjugado, puesto que para f

y h cualesquiera de H (P'f, hy==( 3 {00 B) = 2 fi,len, b) =
b=t A=

ai.
[ =

=23 fufin =, PR,
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De la ecuacién (8) se deduce que para todo fEH
f=If=Pf4Pf, I=P+P, 9
donde P'fed’, P fe®". Ademds,
FFE=1P S+ P A=) EFIR+ PR+

(Pt DA (P PH=|PTIR+IPFIE (10)
ya que R LR"
& Pociait

j pactos. Sea H un espacio de Hilbert. Bl conjun-
to off = H so llama compacto en H, =i toda (infinita) sucesién de sus
elementos contiene una subsncesion 1\mﬂar}ental en H.

1eMa 1. Un ] ez
Sea +# un conjunto no acotado. Mostremos que este conjunto no
puede ser to. T cierto el to j* del conjunto y de-

signemaos sm: S nna bola de radio 1 y con el centro en f1, es decir, el
conjunto de aguellos elementos f € H para los euales || f — f || << L.
Como +# no es acotado, el conjunto off; = o %, §p esno vacio, Tome-
mos ol azar P EA, (| —=f || =1). Como el conjonto o, =
= uff, . Sp tampoco es vacio, existe un elemento f7 €of tal que
P —=fi=1 I —FI| =1 Conlinuando este proceso, obten-
dremos una sucesion f*, k =1, 2, .. ., de elementos de & que satis-
facen la desigualdad || — f || > 1, cualesquiora que sean i, f,
i=tj. Esta i6n no i i sul i6n fundamental.
Por consiguiente, el conjunto # o puede ser compacto.
LEMA 2, Para que un conjunto o del espacio de Hilbert H de di-
ién finita (n-di ional) sea pacto, e5 necesario y suficlente
que sea acatado.

La necesidad de la acotacién se desprende del lema 1. Demostre-
meos su suficiencia.

Ya que el conjunio - es acolado, || f || < C para lodo f €.
Por esta razbn, los coeficientes de Fourier fy = (f e, i =1, .. .. m
del desarrollo f = fi&; + ... + fugs de un elemento arbitrario
7 €of*) satisfacen las designaldades |fy 1= |(f, &) |\ < If Il
llegll = If |l < €. Por consiguiente, parn cualguier sucesidn P
k=1,2 ... de elementos pertenecientes a of una sucesién de
veetores n-dimensionales (f], ..., fo), k=1,2, ..., donde fi =
= (f*, &}, es acotada. Segin el teorema de Bolzano — Weierstrass, de
la dltima sucesiém se puede extraer uns subsncesion fundamental

Uf‘_ v U0, g d, 2 .0
[fte—fioPg ... +|fe—fipP—=0 cuando s, p—- oo,

*) Spgin clerta base ortonormal ey . e
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La sucesién correspondionte f's== fltg, 4+ ... 4 flre,, 5=
=1,2, ..., es flundamental en K, dado que

=2 (p= | fle—fip P4 ...+ (far—fap [F 0
cuundo 5, p—+ oo,

La afirmacion estd demostrada.

7. Teorema de la compacidad de conjuntos en un espacio separable
de Hilbert., Sea If wn espacio geparable de Hilbert de dimensién
infinita y =ea &;. . . ., &, #u base ortonormal.

lndiﬂunmm primero que no todo conjinto acotado de H es com-
pacto, Por ejemplo. cualgquier conjunio acotado que conticne una
bage ortenormal no es eompacto, puesto que de la sucesion e, k =
=1, 2, ... (en virtud de la igoaldad |l&, —e; || = VT, i==j),
no puede ser exiraida una subsucesién fundnmental. En partienlar,
el conjunto {|) f I} < 1.} {una bolu unitaria cerrada) en el espacio in-
finito es no compacto

Designemos por P.. un werudor pro}l‘clwo que repreuwla H en

el subesp da H, en los
v €0y ¥ 56D .P' =1—P, Paratode fEH yn>1, arlmrann-
mente elegido, tenemos (véase (9)):

f=Prf+Pif, (11)
donde P;.}'=“i Taen. mf=._§ faex. De (11) se deduce que
I AP =l PLAIE 025 12)

donde || P5f|fF= Z.ml'. PfifF=, 2 R

Esto significa que para todo f ¢ I ]a suuesl&u numérica || P57 I,
n=1,2, ... tiende a cero, cuando n— oo, sin crecer de manera
monbtona.

TEOREMA 2. Para que el conjunto off = H (H es un espacio separable
de Hilbert) sea compacto, es necesario y suficiente que sea acolado, y que
pcm tode & =0 eﬂun un ridmero n=n (¢} fal que || Pif || < &,
cual, que sta f € o,

n otrag pnlnhras para gue el conjunto o# sea compacto, s ne-
cesario y suiiciente que sea acolado y ccazi de dimengién finitas.

SUFICIENCTA. Sea [[f Il %C para todo f € off. Tomemes una suce-
sifn arbitraria f* de clementos pertenecientes a off.
Hagamos e =1, mnn sIIPT. Il <1 para todo k, donde n, =
= 1 (1). Puesto (i I P 1< 11 Il < € para todo k (P} de (1 1))
el conjunto Py = 1,2, ..., e5 un conjunto acotado del espacio
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a-dimensional M. Segin el lema 2 (p. 6), del dltimo sa puede ex-
traer una subsucesién fundamental y de ésta, una subsucesion Py, ',
s=1, 2,... que possa la siguiente propiedad: || Pof** —
— P fi? }] < 1 pura todos los s y p = 1. En este caso, para la sub-
sucesion i1, ..., /% ... tenemos las desigualdades (en virtud
de (12)):
02 PR | P = Pl PR ) PR = PP IR

S AHU P N+ DB P RS,

que son vilidas para todos los p ys.

Valiéndonos de s=1/2, tomemos un nimero ny=n(1/2).
La sucesion P f'', ..., Pf"" ... pertenece a M.,y es acotada;
por igui de ella pod axtraer nna subsucesion Phaf* %,
s=1, 2, ..., para ln cual || Piaf® *— Praf™ Pl << 1/2, cualosquiera
que soan p, &

En vists de (12) tenemes || /5" — f5 P [R= | Praf™ ' — Praf P [P+
+1|P",.,,fe"— ..J'-"“]|=g|f-i+-i-'4-5.'4 pars twdos los s, p, ete.
Para &= 1/t halleraos n, = n (1/i) ¥ destaguemos de la sub id
P """ s=1, 2, ..., una subsucesibn Puf-t a=1,2 ..., 6l

que ||P,‘.'f"—P;,',i"’||=g1.’i. cualesquiora que swan s, p. Para la
subsucesion f% s=1, 2, ..., en virtud de (12), | —/" TP
=1+ 4 =5/ para todos los 2, p.

La sucesién disgonal f** s=1, 2, ..., es uua subsucesidn
de In sucesién de partida y para ella se verifica ||/™"—/""||<
=5/1%, parn todos los p, s==0. s decir, es fundamental.

v. La lad de la acotacidn del conjunto »# fue de-
mostrada en el loma 1 (p. 6). D t la idad de la segund
condicién del teorema.

Sea of compacto, pero, sin embargo, existe tal g, =0 que para
tode n || P5f" || > &, para cierto f* € .

Tomemos my, arbitrario y hallemos, segin él tal (Mg~ que
|| Praf™ l| = 2. Partiendo de {", elijumos #y =n, de Ll manera que
{1 Zsf™ || < €a/2 (esto es posible, dado que para eualquior fe#
fijado || P3f]j—0 cuando k—=oo0). Sepiin n, oscojamos f™ £off de tal
modo que || P5,0" || =e Segin ™ hallamos ny de tal mode que
|| P ™ =ey/2, v asi sucesivamente. Resulta que hemos obtenido
la sucesién ™, k=1, 2, ..., de elementos de of para la cual
son vilides las desigualdades

25 50 iy ™ < 202
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Most que esta én no puede contener una subsucesidn
fundamental. En efecto, teniendo en cuenta (12)y el heche de que la
funcién || PLf || os monftons segin n, tenemos para tode &k >
1% s [Pem | Py (% [ B[] P (1 — 1)

=BG, (S [ ] Pay 5 — | Py 7 ) =

=P =l PR,_,I"" || P = (g —eq/2)% = £3/4.

conotanio, Sea of el conjunto de un espacio separable de Hilbert
H. Exominemes una familia de conjuntos o, = H, & = 0, que posee
la siguiente propiedad: en cada of,, & =0, para todo f € of existe un
elemento f' = {' (e} tal que || f' —f || < e. Si para una sucesidn
ey =+ 0 cuando k— oo, &, =0, todos los conjunios ofy, son compac-
tos, entonces off es compacto.

Tomemos en esta sucesion ey arbitrario. Puesto que el conjuntio
nl.a os compacto, exislird tal n = r (&) que || P5f || << e, para lodo
JEaﬁ'... Mas, en este caso para cunlguier [.£off || Py || =
=R U—~M+PN< NP —FfRIL+UP I < Il —
—I" Il + ex < 2¢;, siempre que [' es un elemento de offy, de tal
género que || f — §* || < e Como &, — 0, en virtud del teorema 2,
el conjunto of es compacto,

8. Cormpucidad débil. En mujumu ol perteneciente al espacio
de Hilbert H, s¢ d débil to, si en lquier su-
cesifn de sus elementos se puede elegir una -lubemceswn que converja
débilmente hacin cierto elemento de H (no es obligatorio gque este
clemento pertenezea al conjimto of).

TROREMA 3. Todo conjunto acotado del espacio de Hilbert es débil-
mente compacto.

Efectivamente, la acotacion de vn conjunto no sélo es suficiente
sino también necesaria para que éste soa compacto. Sin embarsn. no
vamos a d aqui la idad y nos
ﬁﬂsﬂmmnm de la acotacién para el caro de un espacio se‘pamble de

Tt

‘Sea ey, k = 1,2, ... unabase ortonormal & y sea of un conjunto
acotado en H: || f ] {Cplm todo f Eof’. Tomemos en off una sucesién
arbitrarian ", k=1, 2, . . 1 Puesto que || f* || << C para todo k,
la sucesién nnméﬁca U*. 1,2, .. ..esacotada: | (f*, &) | -‘é
LU llell €C. Por futanto. de Ta sucesién f k=1, 2, ...
se puede extraer una uuhsuuesldn Mok=1,2 ... pam la cual la
sucesién numérica (', e,) mverm hacia_cierto o (X gl = oy
coando k — oo. La sucesibn H e,} o5 también acotada. Esto quiere
decir que de ln sncesibn f4% k= 1,2, ..., se puede extraer una sub-
suoeaién AR k=1,2 ... pira la cual la sucesifn numérica
(2", &) tienda a ay ‘cuando & — oo, ple.
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Mostremos que la sucesion diagonal /', k=1, 2, ..., es de
débil convergencia. Ante todo indiguemos que para tedo § =1,
(**, &)= o, cusndo k— co. Por ello, cualquiera que sea m > 1,
tenemos

(o, Sow)= 50 oS0k cundo koo,
- =1 -

Pacsto aue [ (7, 3 o) P <UPrP 3o < Jloip, 1o

sulta: 3 |o, P < €? para todo m == 1. Por consiguonts. q Jo P
=i =

< C* En virtud del lema 1 (p. B, § 2), lo serie ) e, converge
hacia cierto elemento f€H, con la particulsridad de que ||f[F=

= ¥ |o|. Mostremos que la sucesidn f*4, k=1, 2, ..., converge
-
débilmento hacia f.
Sea g un elemento arbitrario de H. Tomemos al azar >0
-

y elijamos un niimero s=s(2) de tal manera gue 'E : |ei|F < €.
v

Conforme a la igualdad generalizada de Parseval — Steklov ((5'),

p- 7. § 2) tenemos:

(=L@l =1Z (" e —a gl <

< Sips ol
+ 3 1 eNltal+ 2 lollal (13
Ademis,

(3 etiai< 3 (ap 3 rae<usipe
A 2] (e} =141

(3 i eotar) < 5 e er 5 ar<ce

adt

Segiin 1a definicién de los niimeros oy, el primer sumando en el
segundo miembro (13) también podemos hacerlo menor que e, si
para cierto k, (€) k == k, (£). Por eso, | P —fe e+ eiC+
4 Wiy para k == K, (&). El teorema queda demostrado.
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9. Operadores totalmente continuns. Sea H un espacio de Hil-
bert, El oporador A que actia de H en H y estd definido en H, se
llama totalmente continuo, si transforma cualquier conjunto acotado
en un conjunto compacto.

5i los operadores 4, v A, son 1 el op
¢y + a2y es totalmente continuo, cualesquiora que sean las cons-
tantes ¢, ¥ €5 Si A s un operador tolalmente continuoe y /, an ope-
rador acotado, prefijado en A, los operadores AB y BA son totalmen-
ie continnos,

Del lemn 1 (p. 6} so desprende que un operador totalmente conti-
nuo es acotado. gin embargo, no todo uperador acotado es totnimonte
continue, Asi, por ejemplo, un operador unitario J que actiia en un
espacin de Hilbert de dimension infinita no puede ser totalmente con-
tinuo, puesto que transforms nwn conjonto acotado no eompacto, o
sea una base ortonormal, en si mismo.

Un operador acotado de dimensidn finita es tolalmente continuo,
1o que se deduce del lema 2 (p. 6). Como generalizacidn inmedinta de
esta afirmacitn nos sivve el siguiente criterio.

TBOREMA & Para que un operador lineal acotads A, que estd defi-
nide en un espacio separable de Hilbert I y que actia de H en H, sea
tolalmente continuo, es necesario y suflciente que para cualquier & >0
se puedan hallar tal nikmero entero n = n (&) y, ademés, tales operadores
linenles A, y A, (A, es de n dimensiones y || A, || =2 &) que

A=A+ 4, (14)

tal L Li a

De este modo, los operadores totalmente continnos son scasi de
dimensién finitas,

wecEsinAn, HEn vietpd de (11) (véase p. 7). pura cnalesquicra
fEH y n=0 tencos el desarrollo

Af = PRAf 4+ PLAf (A = LA + PLA). (15)

Como 4 es totalmente continuo, segin cualquier & =0 se puede
hallar tal n = n (e) que || Pad || < e. Efectivamente, de acuerdo con
el teorema 2, || PrAf | =|If]l JI PiA@NFIN<elr], dado
que de la acotacion del conjunto {f/ || f ||} se deduce la compacidad
il;l oon;il.rlEL? {4 (5! ”_,“ Iy }. Como el oporador PoA es n-dimensional,

queda trad

suFtciEncia. Sea f*, k=1, 2, ..., una sucesién acotada arbitraria
pertencelente a H, ||f)<C, k=1. 2, ... Mostremos que de la
sucesion A%, k=1, 2. ..., se puede extraer wna subsucesion

fondamentsl. Tomaremos los nimeros &> del conjuate
{1, 4/2, ..., 1, ...} ¥y para e=1/t hallaremos ny=n(1/i) y los
operadores A) ¥ Ab tales que A==A'+ 4. (4! es n,-dimensional
¥ 1A A7i). En este caso || 4]l = (| A AL || AN+ || ALl A |41
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Alfh, k=1, 2, ..., es el conjunto acotado de un espacio ny-dimen-
sional. por lo quu (lema 2, p 6) de él puede ser elegida la subsu-
cesién fundamental A'j“ k k=1, 2, ... En estas condiciones, Ja
sucesion fh*, k=1, 5 Enm la sugl.uonte propiodad: || A3 %4
éllfi‘lfllf’ B4 H C A’!‘ ... €5 una sucesitn acotada

de un conjunto ng ‘ Por iguiente, existe su subsu-
cesion fundamental A" k=1, 2, ... En cste caso se cumple
la desigualdad iIA:I"'"Ha:IIA [F "IIQ%-C‘ y asi sucesivamente,

La sucesifn diagonal %%, f2, . . ., poseo, evidentemente, las si-

guientes propiedades: upa sucesién A, k=1, 2, ..., es fun-
damenlal para todo i, pmreto que para todos les k 2> i, f** son ale-
mentos de la sucesién f1 M k=1, 2, A:Iomas. fl )i,{’“" | < Cle

ta todo i. Most quo la 6 Afth, o [
mdamental. Tomemos arbitrariamente e :>0 \' ﬂjnmns i > 1/e
En oste caso, que la sucesion A}/ % k=1, 12, ..., es fundamen-

tal, tenemos cunndo_k ¥ & 500 sulicientemente graudns):
f1Af = AP A = 1 DA = I

e+ AN A e+ 20H< (1 4 20) 8,

la que se trataba de demostrar.

Del teorema 4 se dedues, en }pnrl.icnj.nr la afirmacidn signiente.

Sen A nn operador lineal tot que estd definido por
todo el espacio separable de Hilbert H y actiia de Il en H. Entonces, el
operador A*, conjugado al primern, es totalmente. continue,

En efecto, la representacitn (14) engendra otra representacion,
a saber, A* = A} - A! donde |[AJll=liA,|l <& Por lo
tanto, la afirmacion inda puede id d da, si
mostramos que el operador A? es de dimensién finita.

Sea R,.‘ nn subespacio n-dimensional del espacio H y sea

€, « -« En, 50 base orlenormal. Entonces, para todo [ € H A,f =

- ﬁ (4], £))e ; = E {f, A%,) e;. Por eso, enalesquiera que sean
] )’l-! de H, mnemu.:-l

At 0= 2 1 Ae) = (f, B aidted).
s decir,

(1. Arp) = (At )= (1, 2 gidjel)-

Por esta razin, para todo g € H resnlta A} g = ‘E giAve;. Esta

ignaldad sngmimu quo R ap 08 uD subespacio tendido sobre los ele-
mentos A%ey, ..., Ale,, cs decir, que es de dimensidn finita.
1-0371
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§ 4. Ecuaciones lineales
en el espacio de Hilbert

Los razonamientos expresados en este pérrafo son vélidos para
enalquier caso de un espacio de B h. Sin embarge, nos limi
ala ideracitn de un espacio separable de Hilbert A,
1. Operador lincal coutraido. Un opeorador lineal A que estd
deflinido en H y actia de & en H, se lama contraldo, si || A || < 1.
LEMA + Si A es un aperador contraido que actia de H en H, existe
un operador (I — A" que estd definido en H y actia de H en H, te-

niendo lugar la desigualdad || (T — A4) || < 1——;mn 3
Para demnstrar, examinemos la ecuacidn
I—A)f=g (1)

y mostremos quo, cualguiera que sea g € H, la inica solucidn de
esla ecuacion serfi aquélla que estd representada por ln serie

{= E A'g (A® = I), que convergo en H.

E’s:n sorie es convorgeuls, puesto que cl espacio H es completo,
mientras que lns sumas parciales !""‘._",21,"“ de la serie forman
una sucesidn fundamental: evando p=>m

lgp—gmll=li A+ ... + 8™ NI A% 1. .. + 1 A™ gl

<felUAr+..0=lgl P_"‘”:: —= 0 cuando m, p—oco.

El elemento [ € A es la solucidn de la ecoacién (1), ya que
F—Af=(e+4g+.-)—{dg+ A%+ ...)=4¢g.

La solucién es Gnica. En efecto, sea que oxistan dos soluclones
de In sevacién (1): fy ¥ fx- En oste caso, f = f; — f, serd una solucién
de 1a ecuacin homogénea f = Af. Por ollo, para esta ecuscién se
cumple la correlacién || f Il = liAf | < (1A Wf(l. Por lo Lunto,
f =0, es deeir, f; = f;.

Resulta pues, que el operador (f—A)y" existe y estd definido
por todo el H: como [[(J—A) gll=Ng+Ag+... +A"g+ ... |I<
<HeN(t+14l+ .. ) =754 para todo g€, ol operador es
scotado ¥ [|(1—4)* | S 7=+ B} lema st demosteado,

OBSERVACION. En las sugestiones del lema 1 figura también
¢l operador acotade (F— A*)7Y, puesto que flA® =141
Ademdis, (7 =A%) =[(I — A)'I*.
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Para demestrar la dltima igualdad tomemoes al nzar ' v ¢’ € H
y mnsll}.-ysmof segin ellos (lema 1) tales f v g € H que (T — A)f =
=/, U—4%)g=¢"

Ya que f -Lg{f — Ay p=(l =A%, la igualdad
((f — A, g) = (f, (T —A4*) g) puede ser escrita en la forma (f',
(F— A*)tg") = ((I — A)Y', g};, de donde proviene la igualdad
que necesitamos.

2, Ecuaci eon operador total continuo.  Ex
la ecuacién (1), sin hacer suposiciones sobre la pequeficz de la norma
del operador A. En vez de esto, vamos a considerar que el operador A4
e3 totalmente continuo.

Valiéndonos del teorema 4 (punto 9) del pérrafo anterior, pode-
mos escribit la ecuacién (1) en la forma (f — A,)f — A)f =g,
donde el operador A; es n-dimensional y || 4; || << e << 1. Denomine-
mes por i el producto (f — 4,)f. En virtud del lema 1, el operader
I — A, tiene wn operador acotado inverso (f — 4,7, definido en H:

(I—d)fm=h, [={I=A)"h (2)
La scuacidn (1) para b se eseribird en la forma
e Ay (I —A)" h =g, 3)
Bea A® un operador conjugado a A. La ecuacitn
I —A" =g* )

se llama conjugada a la (1). De la igualdad 4 = 4, + A, tencmos
que A* = A} + A7, En vista de la observacidn al lema 1, el ope-
rador (1 A—A’? tiene en H un operador inverso (/ — A1) =
=7 — A)"*,

I —AYg* =2%,  g* = (] —Al:*. (2%)
La ecuacién (1*) puede escribirse en la forma
(I — ADf* — AY* = g,

Aplicando a ella el aperador (7 — A2)~', ohtenemos unn ecua-
eifn equivalente

=T —A)prays = 2v, (3%

en la que el operador [(/ — A,)~']* A7 esté confugadon 4, (F — At
(en la ecoacién (3)).

El operador A4; (I — A4)" es, evident , n-di. ional,
por lo que su representacion matricial (a;) en la base ortonormal co-
rrespondiente ey, k=1, 2, . . . (el subespacio tendido sobro los ele-
mentos &, ..., & coincide con R, ,_,,."") posee la propiedad:
ay="0parai=4,] >n+ 1 (véasep. 4, % 3), con la particulavidad

7
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de que la formula (5) p. 4, § 3 nos da para todo |
2 lay PS4 (= IP
De acuerdo con la formula (7). p. 4. § 3. la ecuacidn (3) puede
ser representada en la forma 2.‘:,:,—2_} Eh.u.,e_,—zg,z,. que es
equivalonte, debido a la independencia lineal del sistoma ey, f
al si Igebraico de i ta los cosficientes de Fourier
Bye -vey Bimge ... del elomento buseado h:

fh—rgl“ufh'=ﬁh 1<m bhy=g; j>n.

Como los coclicientes ky, para j = n, son conocidos:

hy=gy 1>n, (4)
el tltimo sistema se reduce al si de i Igebrai
) Ld
hy— Rayhi=g;+ X aygn f=1 ... m ()
1= ]

sogiin el cual se hallan by, j<"n.

De modo andlogo, la ecoacion (3*) puede ser sustituida por un
sistema algebraico equivalente para determinar los coeficientes de
Fourier fi, j =1, 2, .. ., del elemento f* en términos de los coefi-
cientes de Fourier 2, f =1, 2, . . ., del clemento s* = (F — A2)-! g*.
En este easo para ff, j << n, obtendremos nn sistema algebraico linoal

.lr:'—i,:;lgm'?=!f_ J=1, coia ity (5%)

¥ f1, i=n, so determinan univocamente o través de ff, f<"m, por
io de las formulas

fi=a+ ‘E auft, i>n (Y]
=1

3. Primer t de Fredholm. Las matrices de los sist (5)
¥ (5*) son conjugadas seglin Hermite. Esto significa que los médulos
de los determinantes de estas matrices son iguales. Por consiguiente,
si uno de estos sistemas ee resoluble con Iquier término indeg
diente (es decir, el determinante correspondiente es distinto de cero),
entonces el otro sistema posee también la misma propiedad y las
soluciones de los dos sistemas se determinan un vocamente. En

p lar, las soluci de los corresp s
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son todas nulas y sélo nulas. O bien: si uno de los sistemas homogé-
neos ((5) 6 (5%)) sélo tiene solueién nula (por lo tanto, el determinan-
te correspondiente es diferente de cero), el otro sistema también
Emea dicha prepiedad; en este caso los sistemas (5) y (5*) son resolu-

les (univocamente), coalesquiera que sean los términes indepen-
dientes.

Esta misma propiedad es ]-roFiu a las ecnaciones (1) y (1%).

En cfecto, supong que la ién (1) (6 (1*)) es resoluble
para cuslquier g (o g*) de H. O bien, que en virtud de (2) (6 (2*)), la

' mismn couacidn (3}%6 (3*)) s resoluble para cualquier g {0z*) de H.
En particular, es resoluble también para cualguier g (o =*) del subes-
pacio tendido sobre los elementos &, ..., e,. Por consiguiente,
ol sistoma de ecuaciones (5 (6 (5*)) es resoluble, cualquiera que sea el
segundo miembro. Es decir, ol determinante del sistoma es distinto
de cero y los sistemas homogéneos (5) ¥ (5*) sélo tienen soluciones
nulas, Entonces, en virtud de (4) v (4*), los ecuaciones homogéneas (1)
y (1*) sélo tienen soluciones nulas.

Viceversa, supongamos gue una de las ecuaciones homogéneas (1)
6 (1*) sélo tiene solucién nula. Entonces, el sistema homogéneo
correspondiente (5) & (5*) sélo tiene solucién nula, Por lo tanto, los
determi de ambos sist son diferentes de cero. O sen, los
sistemas heterogéneos (5) y (5%) son lubles (unf ta)
cuslesquiera que sean los términos independientes. En este caso, en
virtud de (4) y (4%}, son también resolubles (univocamente) lns ecua-
ciones (1) ¥ (1*), cualesquiers que sean los términos independientes
de H. Esto quiere decir que cxisten los operadares inverses (7 — 4)-
¥y (I — A*)™, definidos en H.

Mostremos qoe estos operadores son acotados,

Supongamos gue el sistema (5) es univocamente resoluble (el
determinante do la matriz en (5) es diferente de coro) y su solucién
o8 (hy, . . ., hy). De la regla de Cramer se deduce que existe tal constan-
te € >0, no dependicnte del término independiente en (5), que
tiene lugar In desigualdad

’zz by P (-'z,_?i 1814‘._%1! aygi [ ()

Puesto que
E lot+ 2w I‘QEJX (lap+ 2 leyf 2 laP<
1 = =i t=nh1 (S

=l gF (24 2n) A (f = A By = CT I g 1R,
Tesulta que

Z'l Wy P (CC)H P
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alE= B P+ 3 18 EF<U+CCHIEI=Clllgl
Por esto, segin (2),

< Caflgll )]
donde €, >0 no depende de g. Preci 1e esto significa que el
operadar (I —A4) ¥, consecuentemente, (F — A*)~* son acotndos:

¥
i —A =)0 —An | £ C

Queda, pues, demostrada la siguienta afirmacidn.

TEOHEMA 1 (primer teoremn de Fredbolm). Sea A un operador
lingal tolalmente continuo que esti definido en H y actin de H en H.
Si una de las ecuaciones (1) 6 (1%) tiene so!u.cwn con cualquier Iirmmo

df la segurida id lucidn con l
término independiente, con la pcrri:uhrr:dad d'e que estas dos salucio-
nes son tinicas, es decir, las ecuacionss homogéneas (1) (g = o) y (1*)
{g* = o) silo tienen soluciones nulas.

5t una de las ecuaciones Mmomfma (1) (g =) 4 {I.‘} (g% = a}
s6lo tiene solucién nula, la otra tambié ne solo nw
Ademds, las ecuaciones (1) y (1*) son unimummte resolubles, cwm—
quiera que sean los términos independientes, es decir, existen operadores
(! — Ayt y (I — A®)Y, definidos en H, :!erf.d'o estos  operadores

Seg'lmdo teorema de Fredholm, Observemos que en los siste-
mas (S) ¥ (5*) lo= rangos de las matrices B = || by ||, donde by =
=8y—ay i, j=1. ..., n (8;;=0 cuando i==j, §;; =1)
¥ B* = || by || son iguales. Por ello, Ius sistemas homogéneas (5)
¥ (5%) siempra tienen un igoal ndmero k -2 # de soluciones linealmen-
te independientes. Entonces, en virtud de {2), 4) y (4"}, en los con-
juntes de todas las sol e las (1

¥ (17) también estdn contenidas exactamente k solnciones linealmen-
te independisntes.
De este modo queda demostrado el
TEOREMA 2 (segundo teorema de Fredholm). St la ecuacién homo-
génea (1) (A es un operador totalmente continuo que estd definide
en H y actia de H en H) tiene .wllw:&om no uuhs entre ém.s fmbﬂi

solamente un nimero ﬂnﬂu de
Ademds, la i fnea (1*) tiene la misma mmzd’ad de solu-
clones Iim&mm .indepcndlmm
5. Tercer 1 de B ahora al problema

dala Tesolucién de la ecuscién {'I.'l en ol caso en qua la ecuacitn homo-
génea (l) punda tener snluclolles no nulas. Segiin el segundo teorema

la 10 (1) tiene un niimero finito de
‘ linealmente independientes: £, . . ., /. El mizmo niimero
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de soluciones linealmente independientes tiene la idn b gé
nea (1%): %, .. ., /" El sistema 2, .. ., f* (igual que el sistema
F ey ") puede eonsiderarse ortonormal,

qeonexa 3 (tereer teorema de Frodholm). Para que la ecuacidn
(1) con el operador totalmente continuo A (que estd definido en H
y actia de H en H) tenga solucifn, es necesario y suficiente que el
L ta g eea ortogonal a todas las soluci de la ifn homogé
nea (1*).

Entre todas las soluciones de la ecuacign (1) existe lg wnica solucién
{ que es ortogonal a todas las soluci de la ién homogénea (1
Cual otra solucidn de la idn (1) se presenta como la suma
Iz solucién citada y alguna otra solucion de la i6n homogénea (1).
Para la solucitn f tiene lugar la desigualdad (7) con una constante no
dcpzndlem de g

pong que In ién (1) tiene golucidn. En este caso, en
virtnd de (2), existe una solucién de la scuacién (3) y junto con ella,
la del sistema (5).

Supongamos que el rongo de la matriz B = || by ||, dondo

by =8y —ay, i, =1...., n 08 igul a n — k. En cste caso el

sn‘bespnr.io R, _s del espacio vectorial n-dimensional tendido sobre

los vectores By = (bypy « - -4 bya)y # = 1, . . ., m, — son columnas de

la matriz B, tiene dimensién n — k. Puesto que el sistema homogéneo

(5%): 2 snf'(' =0, j=1, ..., n puede cscribirse en la forma
=4

(=, B) = 0,1 =1,... n las soluciones de cste sistema forman un
subospacio k-di ioool Brl al il i R,y designé

moslo mediante Ri_,.

Segin el teorema de Kronecker — Capelli, ﬁam que el sistemn (5)
tenga solucién, es nacesario y suficionte que el rango de la matriz B
sea ignal al rongo de la matriz ampliada que se obtienc agregando
a [ una columna de Lérminos independientes en (5), es decir, que el
vector de los términos independientes pert al espacio R, _y,
o (lo que es igusl) que sea ortoganal al subespacio R7_y.

Tomando en consideracion que toda solucidn j* de ln ecuscidn
homogénea (1*) tiene la forma

o= e+ ... fren T Mhestnat oo
donde ol vector === (ff, .... /&) os la solucidn del sistema homo-

iy
géueo (3%) ¥ H=‘E‘ ayff para j=n, y, eseribiendo la condicién

de ortogonalidad de los i* ¥ el seguud iembro on {5)
en la forma

=

U=‘§(n+i_§”uum)7!-‘§g;TI+ Y gt =g )

(=}
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rosulta que si la solueidn de la i6n het i (1) existe, el
elemento ¢ debe ser ortogonal a todas lag saluciones de la ecuacion
homogénea (1%).

Y wviceversa, si g es ortogonal u tedas las seluciones f* do la ecua-

cién homogénea (1*), el vector con coordenadas g, + }] a,—_ugl.

j=1,.... n es ortogonal a todas las soluciones /* del -cistuma
h<:nmgenen (4*). Por consiguiente, ¢l sistema (5) y, junlo con 61, la
ecuacidn (1) tienen soluclén

Sea f, nna sol lquicra de la 1)
ysea f', .., f*un sistema ortonormal de soluciones de ln ecuacidn
homogénea (1). Entonces, el elemento f = fy — (fo, ) f* — .. . —
(o "} f* también serd la solucién do la ecuacién {1}, con la particu-
Inridad de gue ella es ortogonal o todas las soluciones de la ecuaciin
homogénea (1). Tal solucidn es dinica: si axistiera otra solucidn de este
género (7), su diforencia f — 7, siendo solucién de la ecuacién homo-
génea (1), serin ortogenal a todas las soluciones de la Wuy:ién ‘homeo-
génea (1), incluso ortogonal a si misma, es decir, { — f = o.

Supongamos que [’ es una so]ucin.'ln cualquiera de la ecnacidn hele-
rogénea (1). Entonces, /' — f = f* es la solucién de la ecpacién
homogénea (1), es decir, §* =]

Demestremos ahora la desigua]dﬂd (7). Sea h un elemento de 7,
corcespondicnte, segin {2), al clemento f. Esto quiere decir que &
es una solucidn de la ecuacidn (3) que satisface k condiciones

O=(f, )=(T—=Ag h, h=(h, (=AD",  i=1, ..., k. (8)

Ya que la matriz ampliads del sistema (5) tiene el mismo rango
k

hat, :

(n — k) que la matriz B, alg en el sist (5) son
combinaciones lineales de las n—k Ec.uncmnas restantes. Par lo
tonto, si oxcluimos estas k el ido serd

oquivalente al sistema (5).

De modo que el vector n-dimensional (fyy « « o Biy) €3 una solucitn
de un si lineal de n—k
nes de (5) ¥ k ecuaciones (8)}. cuyos ooelicienm no dependen del
segundo miembro en (5). Ademds, de la unicidad del elemento f se
desprende que (hy, . . ., h,;) es una solucién dnica de este sistema, es
decir, el determinante del sistema oblenido es diferente de cero.
Entonces, el vector (A, ..., h,) puede ser obtenido segin la regla
de Cramer. Por mnmgumnte. para este vector es vilida la designal-
dad (6), de la cunl se deduce directamente la desigualdad (7). El
teorema estid demostrado.

6. Valores propios Ic!emull.us propios de un operador tolalmente
continuo. Un namero 4 se llama valor propio del operadoer lineal A
que actlia de H en H, siempre que exista un clemento f € H tal que
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f==0 y Af = Af. En este caso, { se denomina elemento propio de}
oporador 4. El niimero p = 1/A, cuando A 5= 0, recibe ol nombre de
atlmero earacteristico. Como u la par con f el elemento ¢f para cualquier
constante ¢~ 0 es también elemento propio que corresponde al
valor propio A, entonces, los elementos propios se pueden considerar
normados, por ejemplo, mediante la condicidn || 7 || = 1.

El nimero méximo de elementos propios que son linealmente
independientes y que cor den al ud)nwro caracteristico dade
(al valor propio) se llama multiplicidad de esto nGmero caracteristico
del valor propio. 5i al nimero caracteristico (al valor propio) se le
asigna un ndmero infinito de elementos propios linealmente inde-
pendientes, la multiplicidad del nimero caracteristico (del valor
propio) es infinita.

upengamos que ¢l operador 4, definido por todo el H, es total-
mente ¢ontinuo, Entonces, el operador pA (1 es un ndmero compleji-
arlgilmrio} “m‘:[';éﬂ e totalmente continuo. De loe teoremas 1, 2
se ded s sigui afir i
Para que la ecuacidn

I—pdf=¢g (1"

sea resoluble para todo g € H, es necesarlo y suficiente que p no sea
niimero caracteristico del operador A (es decir, que 1/p no sea valor
propio). Cuando u es un mimero caractecistico, su multiplicidad es
finita y p serd un nimera caracterfstico del operador A* de la misme
multiplicidad. En este caso, pera gue la ecuacidn (1') sea resoluble,
es necesario y suficiente que el elemento g sea ortogonal a todos log
elementos prapios del operador A®, correspondientes al valor propio 1L
En estas condiciones existe la iinica solucidn de lo ecuacién (1), ortogo-
nal a”tndns las elementos proplos de A que corresponden al valor pro-
pio _1lp.

Precisamente estas afirmaciones se considernn, habitualmente,
como los teoremas de Fredholm.

7. Cuarto t de Fredholm. Establezeamos cierlas propie-
dades de los nimeros caracteristicos de un operndor totalmente
continuo.

TeoREMA 4 (cuarto teorema de Frodholm). Para todo M =
en ¢l circulo {| n | << M} de un plano complejo puede contenerse silo
une cantidad finita de nmeros caracteristicos del operador totalmente
continuo definido en el campo H y que actia de H en [, o bien (lo que
er lo mismo), fuera del cireulo {| ) | << UM} puede sslo existiv un
niimero finito de valores propios.

Supongamos, al contrario, que en el cireulo {| p | << M} hay une
cantidad infinita de ndweros caracleristicos py, . . ., Pny « o oy By 55
==y, i 7= j. Bea ¢; un clemento propio correspondiente al nimero-
caracteristico p, i =1, 2, ...
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Maostremos gue para todo n > 1, el sistema &), . . . &, es lineal-
mente indopendiente, Cuando n = 1, esls afirmacifn es evidonte.
Sea también vilida para n — 1. Supondremos que &, . . ., & son
linealmente dependientes. Ent para ciertas constantes ¢, . . .,
4+ uy Eyq de 1as cuales no todas son nulas, tenemos que e, = cey +

cortEnogtna. Pero, .—1‘.,|=—"'—=c,-"—+.‘.-i—c.,.,‘-:—";"~, de donde
e

[ L]
o { 1 —-% ]e, koo Caa ( 1 —TE':—,} €pog==n, lo que no puede tener
lugar, puesto que ‘!—-% #0, fe=l, ..., n—1.
Desig: or P, un sulb io tendido sobre los elementos

& s £q. De lo demostrado se deduce que = = .. .= Ras
= ...y qué no existe ningin ndmero » para el cunl R, = Ry
Paor eso, para todo n existe un elemento fn € Way fo L Ryopa 1 ll =
== 1. Como el conjunto fy, fa, « + o\ fas .« + - €5 acotado y ol operador A
e3 totalmenlo continuo, del conjunte Afy, . .., Afa, ... 8¢ puede
extraer wna subsucesiin fundamental.

Mastremos que en realidad estn no pnede hacerse y que esto
sord, la contradiceifn que demuestra el teorema.

Para dos nameros enteros arbilrarios m ¥ n, m=_n,

1 1 1
-|;'r—-‘|fm=-Tl:‘ fa +ﬁ (upAfy— rn}—n‘ifm:‘"_"fn + Oy
donde

O ERu-yy pueste  quet Afn ERe =Roey ¥ podfa—Tfa=
=t (et b —(ent R o) = (R =1 ) et
veetEpa {—‘E‘-‘_-‘— 1 }e,._, ERan

1 1 4 1

Por o0, 147 — Afll = || - fut 00 | 2 W = 1y 7
@5 decir, la sucesion Afy, ..., Afs, ... no puede contener una
subsucesién fundamental. El teorema estd demostrado.

Del tporema 4 se deduce que un conjunto de nufmeros caracteristicos
de un operador totalmente continuo es a lo sumo numerable (itambién
puede ser vaciol). Los mimeros caracteristicos, si es que existen, pueden
ser nymerados en el orden en gue los midulos no decrecen

Biy Hase om (9)
Il < e i =14, 2, ..., con la particularidad de que la fre-
<uencia con que el mimero caracteristico s¢ encuentra en la sucesién (9)
.5 igual a su multiplicidad. El conjunto (9) puede contener o bien un
nidmero finito de elementos (en particular, pueds ser vacio), o bien un
.uimero Infinito de elementos. En el iillimo caso

|ty | =+ oo ruando k— co. (10)
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Ala idn (9) le corresponde una tén de los ol tos propios
correspondientes

T PR (11)

que es lincalmente independiente,

En el phrrafo siguiente demostraremos que para un operador
A =0, totalmente continwo y autoconjugado, los eonjuntos (9)
¥ (11) no son vaeios.

4§ 5. Operadores autoconjugados

totalmente continuos

" 1 fngad

1. Valores propios y el propios del op Jug
totalmente continuo. Sea A un operador acotado autoconjugado que
actiia de H en H. Puesto qua para tedo f, || f|| =1, | {df, A <
<[l A |l, en la esfera unitaria || f || = 1 existen cotas exactas, supe-
rior e inferior, de la forma cuadratica (Af, f) del operador 4: m =
= inf (Af, /)y M = sup (4f, N, siendo |m | < || 4l

n

Nti=1 -
MCTAN, m<(af, p' <.

Cuando f es un elemento de H, acbitrario ¥ diferente de cero,
el elemento f/||f|| pertenece a la esfera unitoria. Por eso, me=
= :25%% M= ::1'? %ji-l_lg' ¥. consgeventemente, para todo [ de H
e cumplen las desigualdades mil f [P (Af, = M|IfP

Como la forma cuadritica del oporador A es de valores reales, todos
sus valores propios (mimeros caracteristicos) son reales: si A es el valor
propio vy f, el el to propio correspondiente, vs decir, Af = Af,
entonces b = (Af, N/ 1/ 1| *. Por lo tanto, m < & < M.

Los elementos propios {, ¥ [, del operador A que corresponden a los
valores propios difsrentes by ¥ Ay, son ortogonales. En efecto, multipli-
cando, de manera escalar, las igualdades Af, = M f,, Afy = Ayfsy
por fy ¥ fi, respectivamente, y sustrayendo después una de la otra,
obtendremos (Afy, fo) — (i, Afy) = (hy — k) (4, fa). Pucsto que
(A fa) = (fis Af) ¥ by 5 by, resulta (fy, f,) = 0.

LEMA . Para que el mimero M = sup (Af, f) sea valor propio

1=
del aperador acotado autvconjugado A i}uwsI actila de [ en H y para que [,
(considerando || fy || = 1) sea un el propio correspondiente, es
necesario y suficiente que se cumpla la igualdad (Af,, fy) = M.

Andlogamente, para que el nimero m = int (41, f) sea

=1
valor propio del operador A y f, (considerando || f, || = 1), un elemento
,5;:?(0 correspondiente, es necesario y suficients que se cumpla la igual-
(Afa, o} = m.
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Si M es un valorMpmpia ¥ fo, un elemento propio del eperador A4
que corresponde a M, entonces Af, = M{,. Por consiguiente, (Af,,
fo) = M (fo, fo) = M. La idad estd d ada

Demostremos la suficiencin. Sea (Af,, fo) = M para cierto f,,
NfeW =1, 0, lo que es lo mismo, {Mf, — Afq, fo) = 0. Pnesto
que para toda fde H O M|IFI*— (A, ) = (Mf—Af,
para g arbitrario de H y cualguier ¢ complejo (M (fy + tg) —
— A (fa+t9), fo+ t9) 0, os decir, T (Mfy — Afo, §) + ¢ (MF—
—Afp 9) 12 (Mg —Ay, §) 0. Haciendo en esta ccvacidn
t = — ce'®, donde o = arg (Mf, — Af,, ¢) ¥ o es real, oblendr
mos una desigualdad — 20 | (Mf, — Afo q) | 4 o (Mg — Aq, g)>
=0, que es vilida para cualquior o real. De esta desigunidad se deduce
la igualdad (Mf, — Af,, ¢} = 0. Por eso, cn virtud de Ia arhitra-
riedad de @, Mf, — Af, = 0.

La segunda alirmacidn del lema s¢ desprende de ia primers, si en
vez del oporador A tomames el operador — 4. El lema queda demos-
trado.

Lama o Si el operador A, que actia de H en H, es autocon-

jugado y totalmente continuo, el nimero M = sup (Af, 1)
i ti=1

(por analogia, ¢ mimero m = int {Af, ), siempre que sea
wep=1

L}
distinto de cero, serd el valor propio d'; este operador.

Sea M =5 0. Examinemos una forma hilineal hermitiana (Mf —
— Af, g), f, g €I ¥ una forma cuadratica (M| — Af, f), correspon-
diente a la primera. Para todo f de H tiene lugar la desigualdad (Mf—
—4f, ) >0,

Mostremos que existe un clemento fy, distinto de cero, tu] que
(Mf, — Afe, fo) = 0. En este ca<o la afirmacion del lema 1 s¢ dedu-
ce del lema 1.

Supongamos que ol olomento 7, no existe. Entonces (Wf — Af, 1),
| € I puede reducirse s cero silo cuando f = o. Pur 050, la forma bili-
neal (Kl — Af, g) pvede tomarse como nuavo producto escalar en M.
Esto significa que para cualesquiera f y g de H se verifica la desigual-
dad de Buniakovski

| (Mf— Af, g) [F < (Mf— Af, H{Mg — 4g, &) It

De la definicién de M en calidad de una cota exacla superior de la
forma cuadritica (Af, f) en la esfera unitaria || 7 || = | se desprende

que existe una sucesibn fi. fy, ... Wil =1, i=1,2,... para
In eual (4f,, fu) = M, o bien

(Mfs — Afns fa) =0, n-roco. @)

Haciendo en la desigualdad (1) f = f,, g = Mf, — Af,, obten-

dremos || Mfy— Afn (< (Min — Afp, fn) M3y — 2MAfy + A%y,
Mi, — ALY = (Mf, — Af,, f)IM] 4 1A ). Por eso, de la
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correlacién (2) se deduce que la sucesién Mj, — Af, — 0 cuando
n -+ oo, Como el operador A es totalmonte continuo, mientras que
la sucesion fy, fg ... 05 acotada (|| f; || = 1), la sncesién Af;,
Afy. . . . serd compacta. Por consiguiente, se puede exiraerde esta
sucesion una subsucesion convergente; vamos a considerar gue esta
iiltima coincide con Afy, Afy, . . . Luego, ln sucosidn Mfy, Mfy, - . .,
¥, junto con ella (M == 0), la sucesion fy, fy, . . . €8 también conver-
gente. 5i designamos por fy ¢l limite de la sueesion [y, fg . - serd
ovidente que [ f, || = 1, ¥, en virtud de (2), (Mf, — 4fs, fo) = 0
El lema estd comprobado.

TEOREMA 1, Para todo operador totalmente continuo i autoconjugado
A que es distinto de cero y actifa de H en H (H esun espacio de Hilbert)
uno de los mimeros 1/ |4 || =% 1 Iﬁ}lll‘P |Af, )| es el

1

primer {minimo por su valor absoluto) mimero c;mc:_erfxttco By, con la

partieularidad que w, = {/M cuando M > |m |, donde M =

= ; t;[np (Af, N, m=ini {Af, H, w = Um cuando M <<
(-t i

-]
< |ml|. St M =|ml|, /Al v l/m ambos son los mimeros caructerls-
ticos del operador A ron médulos minimes.

Todos los elementos [, para los cuales es vdlida la tgualdad (Af,,
fMll fo I = M cuando M =\ m |, o la igualdad (Afa, fo)ll fo IF =
=m cuando M < |m|, son, y #Glo son ellos, los elementos proplos
correspondientes a . St M = | m |, los elementos fropios. correspon-
dientes al nimero caracteristico 1/ M, son aquellos elementos fq, y sdlo
aquellos, para los cuales (Afq, fo) || fo | = M y los elementos propios,
correspondientes al mimero caracteristico 1/m, son agquellos elementos
fun ¥ 8610 aquellos, para los que (Afo, foll Il fo IF = m.

En partienlar, si A es wn operador no negativo, lenemos

ST GRS YNSRI {1 L ILAIE
W= A _nﬁ?pr AN ":,',15, [FIAT B:;‘" A e

y los valores propios correspondientes @y, normados por la condicidn
£ 1l = 1, son aquellos elementos fo, || f5 || = 1, y s6lo aquellos, en los
cuales la forma cuadrdtica (Af, f) sobre la esfera unitaria alcanze su
cota superior.

Con el objeto de demostrar el toorema 1 es suficiente sefinlar, en
virtud de los lemas 1 v 2, que || 4 || = N, donde N = Isn[p

IS ]

1 tAf, 1) | = max (] m |, M), Como s¢ ha mostrado arriba, N -ﬁlﬂ‘ﬂ Il
por lo que =ilo nos queda establecer la validez de la ignaldad inver-
a A< N.

Ya que para todo g I (g, g)|=<N|lel* y como

(A(f £ f2) fi=f) =(Afy H)4 (Afs fo) = 2Re(Af fa)
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para cualosquiera f, v fo de H
IRe (dfs fo)| =4[ (Ath+la) h+ia)— (A=l h—I)<
<7 (Al i)y B f | A th—f) h—f) <
R A e P A e A TR
Haciendo eu esta desigualdnd f, =1"Nf, f._—y!?—Af. donde [ es
un elemento urbiteario de H, obtencmos | Af [F<< 4 (N |F [P+

4 IAfIE) , de lo cual se deduce qua [{Af [N [|f]L Por esto,

|l All==N. El teorema quedi domostrado.
De este modo, los conjuntos

By Bge o ooy (3}
& Epre - - (4)
de niimeros caracteristicos y de elementos propios, que les correspon-
den, son no vacios para el operador autoconjugado Lotalmente con-
tinuo A == 0. En este caso, todos los niimeros caracteristicos son
reales v el sistema do elementos propios puede considerarse orlonor-
mal, puesto que los ¢lementos prapios que corresponden a distintos
nimeros caracteristicos son ortogonales, mientras que el nimero
finito de el tos propies lmealmente independi que co-
msgeﬂfldl.-n a un nimero caracteristico, puede ser ortonormado.
A un operador avtoconjugado totalmente continuo que actia
de # en [i. Designemos por H, un subespacio del espacio H, com-
puesto de los elementos f que son ortogonsles a los primeres r elemen-

tos propios del operador A: ([, e) =0, i =1, ..., n
ra todo [ do A, el elomento Af también perteneco a My, puesto

que (Af, e} = ([, de)) = ﬂ-'-(!‘ e;) = 0, cualquiera que sca { =
=1, ..., n Estosignifica que A puede iderarse como operad

del espacio de Hilbert que actia de K, en H, . Hs, por supuesto, auto-
conjugado y tolalmente Ci‘.:l‘ll-il‘ll.lo. Sus nimeros caracteristicos y ele-

Propios corresp iden econ los nlimeros caracte-
risticos Poiq, Jinss ¥ los el 05 F]ro ios corresponilientes €,5,,
€nsq del operador A que actia de & en H. Por ello, segiin el teorema 1

aplicado al operador A que actia de H, en H,, tenemos

1 1
[l HE Tan CTH L n
el e

f=1,..0m
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5i el operador A es no negativo,

- 1 =4 e
Bea=—mp LI ¢ m.'... AL ®y
J=t Pl
e

(L1 e 3
2, Desarrollo en fa serie de Fourier segin los elementos propios
del operad jugaid Iment L Examinemos un
sistoma ortonormal (4) compuesto de los elementos propios del ope-
rador autoconjugado tolalmente continuo A que actia de H en H,
A =5 0. Sea £, un qu-adm' de proyeccién ortogonal en el subespacio

tmdt:}? sobra) los elementos ¢, .... €, ysea A, = A — AP, =
=A (I — Pyg).
El upern’?or A, ez lineal y acotado: || A, 1< 1Al
El operador P, es per ble con A, puesto que para todo f€
AP f=A(fin4 -0+ fre)=hAe 4 ... 4 frde, =
/i s ! . fu
=het . hdtey =(_-'. -‘ﬁ}eﬁ +(j. ﬁ]e.-

=(fy Aep)ey4- ... +(f, Aes)en=
=(Af. &) &1+ .. AL, ea) en= Praf.

Ya que los operadores A y P, son permutables y antoconju-
godos, AP, serd un operador auntoconjngado: (AP} = Prd*=
=P, A= AP,. Por st vazin, el operador A, o= lanibién autocon-
jugado.

Ademis, es totalmente continuo, por ger ln fuma de dos operado-
res totalmente continuos, a saber, el operader A y el operador de
dimensidn finita AP, = P A

Para todo fE I lensmos

u
fu
Aol =Af— 3= e {6y
hmi
L.os REMerns Paqy. - .. ¥ elementos ey, ... son los nimeros carac-

teristieos ¥ los elementos propios correspondientes del operador 4.
En efecto, dado que (e, ¢) =0 cuando k==p, en virtud de (6),

o lepen) »
para p==n-t 1 tenemos Anep= A, — E ("—“r S

Wy, L
A=1
El aperador A, no tiene olros niuneros caracteristicos. Sean, al
contrario, p y e el nidmero caracteristico y el elemenlo propio,
respectivamente, pdge =e, pwE P, p orae 4+ 1 Multiplicando
de modo esealar esta ignaldad por ey, k < n, obtenemos (e, g,) =
=n(due, &) =ple. Apey) =0, puesto que 4., =0 cuondo
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% << n. Por esta razdn, en vista de (6), A.e = Ae. os decir, pde = e
De este modo, p es un nimero caracleristico y &, un elemento pro-
pio del operador A. Como todos los nimeros caracteristicos del opera-
dor 4 estin contenidos en la sucesidn (3), v dado que e J. e, k=
=1,..., n, entonces p coincide con uno de Yos py, k =n 4+ 1.
Puesto que ji,4, es el menor ndmero caracteristico, por su valor
absolute, del operador A,, en virtud del teorema 1, tenemos

| Basa|= m 4]

Coundo las sucesiones (3) y (4) son [inites y se componen de m
elementos, entonces, en virtud del teorema 1, el operador 4 ,=0,
puesto que no tieae nimerns caracterislicos. En esto caso, A = AP,
es un operador de dimensién finita, cs decir, para tado { € H

m ™
Af= ;E en= 2 (Aer- (8)
het frt

Snpongamos ahors que las sucesiones (3) y {4) son infinitas. De (Ta
v de la correlacién (10) del pirrafo antorior se deduce que Al —
cunndo n—eo. Por lo tanto, para cualquier f € H (| A.f Il <
= || Aa |1 f Il =0 cuando n — oo, es decir, para todo f € H

Af = lim APy f= Sth gy e S (Afaen- (9)
e e Py oy

Asi pues. queda demosirado el siguiente importante teorcma

T a2z L de Hilbert —Schmidt). Si A es un operador
autaconjugaio totalmente continuo que actiia de H en H, y si f es un
elemento arbilrario de H, el elemento Af se desarrolla en la serie de
Fourier (3) (6 (8)) semin el sistema (4).

En lo sucesivo necesitaremos varios corolarios del teorema de
Hilbert — Schmidt.

De acuerdo con ol Jema 2, p.6, § 2, ln serie de Fourier

ih’a de un elemento arbitrario f€H segin el sistema orlonor
r=t

mal {4) os convergente en H. Por consiguiente, AE‘ fren=
=3 fader. Poro, frdex "h‘ﬁ"’“- Aey) en =(Af, ex) ex = (Anen.
Po;‘n:llo. en virtud de (9}, tenemos

Al1-3 he)=o. (10)

el
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3i el operader A tione su inversn A, de la igualdad (10) se
deduce

f= E‘. faen
(T

para todo elemento f € H, lo que significa que en este caso el siste-
ma (4) es una base ortonormal del espacio H. De esta manera se ha
establecido el
uo.no.l..mm 1. 8i un operador autoconjugade totalmente conti-
ue actda de H en H, tiene operador inverso, el sistema (4)
uni uM ortonormal del espacio H.
En el caso general, de la ecuacifn (10) solo se deduce 3“ para

cualquier elemento f € H existe un elemento e, £ H, Ae, = 0 tal que
f=g+ Eiflﬂn- (11)
El couiunt-u iR de elementoa g E H'. para los cuales Ag = 0, es
un H; de R distinto del ele-
mento nulo, es nt propm dnl dor A corrsspondxenta al
valor propio nulo. Al sup que el espacio H es
construir en I una base or:onermal numerahblie e,, e;, . [compuesln
de los valores propios del A cor al valor pro-

pio nulo). En este caso, de (11) se desprande que para todo f € H
tieme lugar el desarrollo

1=2 fiek+2 faens

donde i = (f, ).

De esta manera se establece el

COROLARIO 2. Para fodo d toeonjugads e
continuo A del espacio separable (afe Hilbert), m«.ia de H en H,
existe una base ortonormal del espacio H cuyos efemen:m son valores
propios del operador A.

80371



CAMTULO 11, ESPACIOS FUNCIONALES

En €] capitulo precedente fueron introducidos los conceptos de
los espacios de Banach y de Hilbert. Estos conceptos sélo se basan
sobre ciertas correlaci entra el tos: basta introducir opera-
ciones de adieién de los clementos, que satisfagan ciertos axiomas,
y de multiplicacién de estos elementos por nimercs, por una norma
o, :ormspomllent('monte‘ por un producto escalar. La naturaleza de
1 tos de estos espacios no es de importancia y las afirma-
ciones generales obtenidas en el capitulo precedente son aplicables
a todos los espacios, r,un'lesqumra que sean lus elementos que los

No obstante, las propied ionadag ne
son suficientes para la teoria de ecunciones : diferenciales. Al estudiar
las ecuaciones dll'arenciales an derivadns purc!ala!. resulta matural

i los asi 1 d les, es decir, los espacios
cuyos elementos son I'uncmuas de n variables, realos en el caso que se
considera.

En l.‘l prssenl.t. capitulo i iremos varios ios funcionales
¥ afirmaci acerca de las mlac:oms miituas
entre clios que nos permitirin de unos propiedades de los
establecer otras de sus propiedades.

& 1. Espacios
de funciones continuas y
de T i sontl tedif iahl

1. Espacios normados € (@) y €*(0Q). Examinemos un conjunto
€ () de todas las funciones continuas en @ (Q = vn dominio acotade
del espacio #,). Ante todo indiquemos que este conjunto es un espa-
cio lineal. Se comproeba direct: te que Ja funcional mn; | F(x)|,

xE
dofinida en C ({J), satisface todos los axiomas de la norma (p. 2,
§ 2, cap. Iy mag lefl=1le| max|f} |h(x)+fE)|<

TE =EQ

< ify (2) [+ | faf2) | para todo z€Q, porlo tanto, max !f;‘{;}+
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+a (@) | S max | fy (2} |+ max [fy(z) §  max |[f{z) | >0, ¥
2eqQ €0 =€

max | f (#} | = 0 sblo cuando f (z) = 0. Por consiguiente, en ol (1]

;:l;’lwdn introducir la norma

11 flogy=max | f (). (1)
xEQ

La convergencia segin la norma (1) es una convergencia unifor-
me en Q. =,
El espacio € (@) con la norma (1) es de Banach, puesto que, segin

el eriterio de Cauchy, una sucesién arbitraria de funciones de € (),
fundamental en la norma (1), converge uniformemente hacia eierta

funcién de € ().

Como toda funcién continua en (7 es, de aenerdo con el teorema
de Weierstrass, un limite de cierta sucesitn de polinomios que con-
verge uniformemente en @ (es decir, en la norma (1)), ¢l conjunto de
todos los polinomios cs siompre denso en € (§7). Mas, un polinomio
arbitrario puede ser, & su vez, representado comoel limite de la suce-
sidn de polinomios de cocficientes reales que converge uniformemente
en Q. Por esta razin, en € (§) un conjunto numerable de todes los
polinomios de coeficientes reales es también siempre denso. Esto

quiers decir que el espacio € () es separable.

Examinemos en € (Q) el conjunto € (J) compuesto de todas las
funciones que se reducen a cero en el contorno #Q del dominio Q.
Evidentemente, C ({J) es una variedad lineal en € ({). Esta varicdad
es cerrada {en la norma (1)), puesto que una funcién do € (J) sirve
de limite para Ia sucesién de funciones de € (@) convergente unifor-
memente en §. Por o tanto, € (§) es un subespacio del espacio € ().

Examinemos ahora en € () 1os subeonjuntos " (J), k = 1,2,. ..
compuestos de todas las funciones que en el dominio @ tionen todas
las derivadas de un orden hasta k inclusive y estas derivadas son
continuas en . El conjunto C* () os un eepacio lincal, Ademas,
en C* (J) se puede introdueir la siguiente norma

[l llengy = 3 max| D¥f () |- 2)
ek yel

La convergencin seglin esta norma es uniforme en & para las fun-
ciones y para todos sus derivadas hosta el k-ézimo orden inclusive,

Es evidente que ¢l espacio C* () (con la norma (2)) es do Banach.
g
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Sea @, (| * — ¥ 1) cierto niclen de mediacion (véase el eap. I,
Introduceién) y f € € (). Examincmos, para it =0, la Tuncibn

i) ~--jm:«m:—ynay. 2€ R, &)

Las funciones f, (x), A =0, se llaman funciones medias para Ia
Tuncidn [ (z) (funciones mediadas para [ (z)). De la propiedad a) del
nicleo de mediaciin v del teorema 7, p. 7, § 1, cap. 11, se deduce que
fn (@) € C=(R,), cualquiorn que sea A == 0. Ademds, fy (z) =0
fuera de Q' (" es la unidn de las bolas {|z — 2% | << h) respecto
a todo z° € Q).

Mostremos que cuando j € € {Q]. l1a funcion fy () tiende a f (2),
para h— 0, unifor le en quii b Q' estr
interior del dominio @, Q' € Q.

Efecti \! ara b sufi L e uefios (menores que
la distancia entre 8Q" y 40, de las propiedades V), ¢) ¥ a) del nicleo
de mediacis doz Q"

@ @)=
=| | toeiz—a-i@ | aoz—ha|<

JE-Meh Ix—p<h
glz?;x““w)-—f(.t)ll:__!‘“‘”h“"yl)dy':
= max |f(y)—F=)}
fe=plsh
Por consiguiente, de la continuidad uniforme de f(z) en ¢ obte-
nemos:

Win—Flleg, =+ O cuando h — 0.
Yo que, para f€C* (D), do z€Q' ¥ h sufici te pery
D:hlz)-jf{y)ﬁ“xma(lx—vl)dy=

= (=" [ 1) Djun( |z —~y])dy =
Q

=6§D';,rm-m(!=—y|wy. [al<k,

do la afi ifn d trada t
sif €C* (@), para cualquier Q' Q
1 fn — f Upr gy —~ O cuando h— 0.
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2. Formulas de inlegracién por partes. Supongamos que en ol
dominio @ (contorno #Q€ 1) esti dado el vector A (z) = (4 (z), ...
voey An(z)) cuyss coordenadas A, () €C(@INCH(Q), i=1, ...,
Del curso de Andlisis se sabe que si Ja funcién div A(z)s=

=:—‘:: Serpeads ‘;‘:" os continua en §, o, incluso, integrable res-
n
pecto a @, tiene lugar la siguiente férmula de Ostrogradski:

Jdivd(x}d:sz(x)u(:}dS, )
Q

donde n es un vector unitario de la normal al contorno 89, exterior
con relacién al dominio Q. _

Sea u (2) €C* Q)] €' (Q). vEC (Q) vy sen la funcién Au =
=div (7 u) integrable en Q. Puesto gque vAu = v-div (Vu) =
= div (Vi) — VuVu(VuVv = ug v, + ... + uy v, ), entonces,
de acuerdo con la férmula de Ostrogradski (4), tenemos

J vAudz= (vI=ds -j Y Vo dz, (5)

oy
l
an jig*
Ei las dos funciones, u ¥ v, portenccen a €2 (Q) ) C* (), ¥ las

funciones Au y Ap son inlegrables en @, a la par con (5) tiene lugar
Ia férmmia

dado que Vu-n]oon

g wlAv dz = j u -::'T: a8 — E VoVu dr. (5
q aq Q

Sustrayenda, término a término, (5°) de (5), obtenemos la igual-
ad

jcmu-—u.\v} dxnj (vt —utt) as, ()
2 @
Las [ormulas (5) y (6) llevan el nombre de Green.

§ 2, Ispacios de funciones
integrables

Como hemos mostrado arriba, el conjunto de funciones continuas
en ¢} es un espacio de Banach con la nmorma max |f(z) |. Sin

i

=
embargo, resulta t te mds examinar en esta
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conjunto normas integrales, por ejemple, | |f(z) |dzé ( S[ 1 (=) Fdx]“’

@
(no es dificil comprobar que en este caso s cumplen todos los axiomas

de la norma), Examinemos un ospacio con ln norma if (=) | d=,

cuyos elementos estin constituidos per funciones continuas en ?.
Este espacio normado no es completo. En clecto, de la definicién
de la integral lebesguiana so deduce que para toda fumeitm f (z),
integrable en el dominio (0, existe una sueesion f,, (=) de funciones
continuas en § que en la norma dada converge hacin f(z):

lfm (x) — f (£} | Az == 0 cuando m-+ oo. Esto significa que si

deseomos obtener un espacio normado (de Banach) completo, con la
norma If () | dz, que contenga todas las funciones continuas

(0, incluso, indelinidamente diferenciables) en @, liemos de incluir
¢n 6] todns las funciones integrables en Q. Pero, en oste caso, la fun-

cional l If (z) | dz deja de ser la norma, puosto que no satisface el

nltimo axioma (véase p. 2,§2, cap. 11)de la norma, ya que ll!(-ﬂi dz =

= () para toda f(z) = 0 casi siempre cn g
Sin embarge, en virtud del tearema 3, p. 4, § 1, cap. 11, 1a igualdad

If (z}] dz = 0 es vilida sélo para aquellas funciones f (x) que son

nulas on easi lodo punto {c.L.p.) en Q. Por lo tanto, para que se
cumpla ¢l Gltimo axioma de la norma, tenemos que identificar todas
las funciones que en c.L.p. en @ son igunles. Para ello se puede:
o bien tomar por elementos del espacio las clases do funciones en cada
una do las cuales estin contenidos todas los [nnciones iguales en
e.t.p., o bien (lo que de hecho cs lo mismo) introducir una nueva
definicién de la ignaldad de funciones: las funciones son iguales, s
sus valores colnciden en casi todo punto. Puesto que resulta mis cémodo
operar con las funciones que con sus clases, en 1o sucesivo considerare-
mos iguales lag funciones cuyos valores coinciden en casi todo x
{y no necesariamente en todos) de ¢. Como con tal definicién de la
igunldad de las funciones éstas no varian, al variar arbitrariaments
sus valores en eunlquier conjunte fijado de medida nula, en este
¢480, o8 nalural iderar que las funci estin dadas casi siempre.
Ademis, si una funcién f es nula casi siompre, la consideramns fun-
cién nula. Analogamente, si una funcién coincide en e.l.p. con otra
funcién continua definida en todos los puntos, la primera se conside-
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rard funcién continua. Si dicha funcidn coincide casi siempre con la
funcién definida en todo punto y continuamente diforenciable hasta
el orden k, la id continuamente diferenciable hasta el
k-égimo orden. En conformidad con la nocién introducida de la
igualdad, por elementos del espacio C* (), & = 0 también lomare-
mos Ias funciones gue son continuamente diferenciables hasta el
k-ésimo orden y estin definidas casi siempre en Q. Es decir, una
funcién f (z) pertenece a £%((), si coincide en cosi todo punto conla
funcién definida en todo punto de @, y continiia en 9 junto con todas
las derivadas hasta el k-ésimo orden inclusivo. Aqui, por valor en
cierto punto de un elemento en el espacio € (§) (y, con mayor razén,
de la funcién en C* (Q)) vamos a entender el valor que toma en este
punto una funcién continua que estd definida en todo punto y coincide
casi siempre en  con el elemento citado.

1. Espacios L;(Q) v L= (Q). Examincmos un conjunto de fun-
ciones de valores complejos que son integrables en Q. Es evidente
que este conjunto es (incluso en la nueva comprensién de la igualdad

de funciones) un espacio lineal y la funcional %l,‘ (z)| dz satisface

todos los axiomas de la norma. Designemos con

(@) esle espacio
lineal normado:

I1flewar= § 17 @) ld. 0
Q

Designemos mediante Ly{@) un conjunte de funciones medibles
de valores complejos (recordemos que las funciones que coineiden
easi siempre se identifican) en las que el cuadrado del médulo es
integrable en el dominio . Mostremos que L, () es un espacio li-
neal. Sean ¢, y ¢y nfimeros arbitrarios y, f, () y f, (%) ciortas funciones
arbitrarias de L, (@). Dado que una funciin medible ef, (2) 4+
+ eofy (2) satisface la desigoaldad | ef, (x) 4 efs (7} P <
<2 (e P Uy (= -+ 2 Jey * Ifg (2)°, entonces, seaiin ol teorema 5,
p. 6, § 1, cap. II, la funcion | eyf, (z) + eofs (2) | es intograble, o son
ay (%) + cafy (%) € Ly (Q).

Una funcién fy () fa(z). en la que fi(z) ¥ fafz) perlenecen
4Ly (Q). es integrable, por ser medible v [fy (2) fe ()] < -+ (s (=) F +

+|fa(2) ). Por eso, a un par de funcionss f; ¥ fy se lo puede
agignar el nimero

(hie faodeaigy= j fi(z) Iz (=) dz. 2
9
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Es fécil comprobar que la férmula (2) define un producto escalar
en Ly (). Una norma engendrada por este producto escalar tiene
por expresién

I llexr=( ; 1 () P dz)' 2, @

Siendo |f|= |7 1-4 <5 (If[*- 1), en el caso de un domi-

nio acotado @ Ja funcién f (2), perteneciente a L, (@), pertenece
también a L, (Q). Esto qumm dl!l:.ll' que para un dominio acotado
Ly (e Ly (Q). Es evidents también que C (@]C Ly Q)= Ly ()
en el caso de un dominio acotade Q.

reonemA 1, L, (@) es un espacio de Banach con la norma (1); Ly (Q)
es un espacio de Hilbert con el producto escalar {2])E

Para demostrar el teorema es suficiente establecer que los espacios
L (0) ¥ Ly () son completos en las normas correspondientes,

mos que una ibn fy, k=1, 2, ..., de funciones

peﬂenemantea a L, (@) os fundamental en L, tO}‘ es decir, para todo
& = 0 existo un nimero N (&) tal que || f, — f"l llLyty << &, cuales-
quiera que sean k, m > N (). Tomemos g = _;qiendak un nime-
ro entero, ¥ deaignemos con N el ntimero N (2°%), y sea, ademds,
Ny < Nusy- Entonces, para m > N

ey ey < 2 ®
¥, en particular, Hf_-u-.—fy,mllmqi{?‘. Por eso, la serie

Ig{‘“)‘n. foiy,, g converge.

Por consiguiente, segin el corolario del p. 6, § 1, cap. II, en e.t.p.
de Q la serie X (fw,,,—fw,) converge hecia cierta funcidn
st

de Ly () v, te, la t6n fx,) k=1, 2, ... con=
vorge casi siempre en ¢, cuando k — oo, hacia ciorta funcibn f€

€L (Q):

foy (@) =1 (@), k= oo,

Most 'm — I lleagy— 0. do m—» oo, Efectiva-
ment:,s ;:n(lz)s mql:l‘;alﬂ‘gnde q{w‘f)::)ra m :;-Kf? yok >2r

I a—1m Nl < | m=Tw, Beway -+ fv, =10, e < 2-27 =20

Pasando en esta desigualidad al limite para k— oo y baséndonos en
el lemn de Fatou (teorema 4, » 6, § 1, cap. 1I) obtendremos la desi-
gualdad || fm — f Wowe <= gish , que es vilida para todo m = Ny
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Para m sufici te grandes pod escoger un niamero r lo
suficientemonte grande y, por ello, || fm — / lliey— 0 cuando
m—= oo. Asi puds, L, (Q) es un espacio completo.

2. Supongamos ahora que las funciones de una sucesitn fy (z),
k=1,2,..., pertenecen o Ly (@) ¥ esta sucesién es Tundamental en
s norma de L (Q). Como al demostrar la primera parte del teore-
mi. hallemos una sucesion numérica Ny < N, <. .. SNy £ ...
tal que

20y = fon lvien << 2% 4

para todo m =Ny, y, en particular, [lfw,, —fw, o <2"-
De la desigualdad de Buniokovski se deduce que |[fx,,, —1x, lluta) <
< VIOl fry,,— iy Ity < V@] 2™ y, por eso, existe tal fun-
cion f(z) € Ly (@) que fx, () == [ (z), cuando k— oo en c.t.p. de Q.
Por lo tanto, también ThoF—u”F para & —+occ en c.t.p. de Q.
Ademds,

[1Fay lleaier < Wiy — s e+ Ml v fliway < %‘F I £ [l

Por eso, segin el lema de Fatou, f(2)€ Ly(().

Mostremos que || fm— 1 || = 0 cuando m — oo, Para m = N,
¥ k = r tieno luger ls siguiente desigualdad que se deduce de (4):

1 fm— 120, Neargy < N fn— v, Nty 1 Ev, = Fovy Mestn << 21"

Pasando en esta desigualind al limite para k— oo, basindonos en
el lema de Fatou obtonemos otra vez la desigualdad || £ — flileaq <
< 27, que es vilidu para tode m 2> N,. Come el nimero r puede
ser tomado suficientemente grande y, si m es lo suiicientemente
grande, obtenemos que || fm — f |lexg— 0 cuande m-+ co.
El teorema queda demostrado.

opsEnvaciox, Notemos que al demostrar el leorema ! hemos
establecido simultineamente la validez de la siguiente afirmacion.
De cualquier sucesiin de funciones convergente hacia cierta funcidn
fen Ly (Q) 0 en Ly (Q) se puede extraer una subsucesidn que converge
hacia f en casi siempre.

2. Densidad del conjunto € (Q) en Ly (@) y Lz (). Separabili-
dad de los espacios L (@) ¥ Lz (12). Continuidad en la media de los
elementos en Ly (Q) ¥ L. (Q).

ra Un to de funcione:
denso en Ly (Q) y Ly (Q).

1. Sea una funcidon [ (z) € Ly (). Sin disminuir la genernlidad

de nuestros 1 ientos pod iderarla de valores reales,
rteneciente a Ay (Q). Kn cste caso, segiin In definicidn de integrabi-
idad de la funcidn f (z), existe una sucesién de funciones f, (),

en  es siempre
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£=1,2 ... conlinuas en -(j. que posee las propiedades siguientes:
fu@tf(2) en ctp. de @ y | fidz— !rdz. cuando k—+ 0,

9
Como § |f—fuldz = i (f — ) dz, resulta que [ = fi llgygy—0

— 0 cuando k — oo, lo que se trataba de demostrar.

2. Sea vna foncidn f (z) € L,y (@), Entonces, pertences o L, (@),
Igual que en el primer caso, podemos considerar que es una funcién
de valores reales de A, (), no negativa casi siempre. Tomemos una
sucesién mongtonn no decreciente f, (), & =1, 2, .. ., de funcice-
nes de € (D) que en c.t.p. converge hacia f (z). Al sustituir, en caso

de numldad a 'lummn dada por la otra, fj (), k =
H 1

d In () a L non'egl;l;v'n;:

I’(-m entonces, fi (2') 1‘1" (z) en e.t.p. de Q cuando k— co. Segin

Ia deflinicidn de la integral, de la funcidn f* (z) se tiene que Sﬂd.w;-u-
Q

- E Fdz, es decir, ||y lItaey— I/ izqy Puesto que fif <

< f% segiin el teorema de Lebesgue (loorema 6, p. 7, § 1, eap. IT),
lim (o e = 11/ IPraay Bsto quiere decir que [fy — 1 e =

= W Wiwes —2 (fas Neay + |1 By — 0 para k— oo. El
teorema estd demostrodo,

Indiq que si vna ién de funciones de € () converge
hacia ciertn foncion on la norma del espacio € (), serd tambidn
convergents hacia la misma en las normas de los espacies L, (Q)
y Ly (Q)- l’or eons{guienl.e toda funcién continua en g puede ser

te una idn de poli con coefi
rnoionales en las normas de L, (Q) ¥ L, ((). En este caso, del teore-
ma 2 se deduce que un conjunto numerablo de polinomios con coefi-
cientes racionales es siempre denso en Ly (Q) v L, (Q). Es decir, tiene
lugar

TEOREMA 3. Losapados Ly (Q) ¥ Lg (Q) son :emmbm

Una f f (z) pe al Ly (@) (v prolongada
por eero fuera de Q) se llama continua en la media (cuadrdtica) o e la
norma del espacio Ly (Q)‘ si pora todo & >0 existe un § >0 tal
que ||f{z42)—f {x] r2q <= &, cualquiern que sea z, |z | << 8.

Una funcitn f {z) perteneciente al espacio L, (@} (v prolongada
por cero fuera de () se llama continua en la media o en la norma del
espacio Ly (@), si para todo e > Dexisteund >0 Ialgun I f(=+z)—
—f (%) leyen = &, cualquiera que sea 2, |2 | <<

Del toorema 2 so deduce la siguiente aficmacion,
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TEoREMA 4. Toda funcidn de Ly (Q) es continua en la media (cuadrd-
tiea). Toda funcion de L, (Q) es continua en la media.

Sea una funeién f € Ly (@) (cuando f € Ly (@), 1a demostracidn es
la misma), Tomemos el ndmero & =0 tan grande que Q & S,
donde S, es una bola { |z | << a). La funcién F (z}, que es igual
a f(z) cuando x €Q, y es nula cuando x € Sy, @, pertenece a
Ly (Ss4), puesto que f(x) € Lg (@), T e = arbitrari
Debido al teorema 2, existe una funcién F (z) que es continua en
5. v que satisface la desigusldad || F (@) — F (@) llossan <
= /3. A cuenta de la multiplicacién de la funcién F (z) por una
funcién cortante adecuada del dominio S,, se puede considerar que
F (z) = 0 para todo z € 840 "\ Sa. Por B‘liu._}!mrn lzl<allF(z+
+2) —Flz42) lsw = IF @ —=F (3) e <05
Ya que la funcién F (z) es uniformemente continua en S, existo
un 5>0 (5<a) tal que || F (z4+2) —F () s <e3,
una vex quo |z|<28. Por lo tanto, cuando IHE ]

| ftz+3)— {(2) sy = | F (242 = F (2} s,y <
S| F(a2) —F 7+ 8) [lears g+l Fa4a)—F @ lhas,y +

HIF @ =F @ las,y < 5+5+5=5

E! teorema estd demostradoe.

3. Mediavion de Ins funciones de L, (Q) y Lz (Q). Para las fun-
ciones de Ly (@} ¥ s (@), lo mismo que para las funciones de © @),
ga pueiden definir funciones mediadas.

Sea o (| — ¥ |) un nicleo de medincién (cap. 1, Introducciin)
v sea f(z) € L (). La funcién

lm)=é T llz—ydy. >0 (5

se llama funeidn media para la funcién f (funcidn mediada para f).
De la propiedad a) del nicleo de mediacidn ¥ del teorema 7,
p. 7, §1, cap. 11, se deduce que f, (2) € €= (H,) para h = 0. Ademis,
fa () =0 fuera de Q".
reareMa o, Cuando [ (x) € Tq (Q) (Ly (@) Ny —f lliyer =0
(U fy = f Newen =M, 88 h—=0.
demostracion de ambas afirmaciones s andloga, por lo que
nos delendremos, por ejemplo en el caso f € Ly (Q). Vamos n consi-
derar gue la funcion § so prolonga por cero fuera de . Las propieda-
des b y ¢) del niicleo de mediacién, Ia designaldad de Buniakovski,
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la propiedad d) del nicleo de mediacién, aplicadas de manera con-
seeutiva, nos dan:

= =1 () =
= | tweda—sha—t@ | elz-yhal<

lz=pleh Jx=gleh
< | w(z—wpay | o—I@Pa<
LT 121 beh
<o ; [(z+5) =1 (@) Fdz.
f2len

De acuerdo con el corolario del teorema de Fubini (p.11. § 1,
cap. T1),

1m.~r||m=€5’ﬁ£dx E | (z-k5)=f (2) Pdz =
Julch

L E & [ [+ —1 @Pdr. ©)
[E ]

Tomemos arbilrariamente &= 0. Segin el teorema sobre la
continuidad en la media (teorema 4), habrd tal & = O que |/ (x 4
+2) = (D) llyo < & siempre que |z | < h<4. Por esta
razén para Mlus h de (6) se desprende la desigualdad || fy — f |li q<
< const. . El teorema queds demostrado.

oBsERVACION, Sefialemos que al demostrar el teorema 5 no hemos
empleado el hecho de que el niicleo de mediacién es no negative. Por
consiguiente, si uno funcidn f,{z), media para f(z), la definimos

mediante la férmula (5), donde wp(|z— y|u=~—m,{"—”)

mientras que @y (¢), —oo=<"f<<oo, 85 una funcién par indefinida-
mente diferenciable que es nula cuando [t|=1 y para la cunal

tiene lugar | o, (|z|)dz=1 (compérese con la definicién del nicleo

de mediacion en la Introduccit , cap. I, ent el t 5
es también vilido en esto caso.

i reonewA 0. El confunto €™ (() es slempre denso en L, (Q) y en
* {SQE}l f () € Ly (Q) (el caso en que f € L, () es andlogo). Fijemos

& = 0 arbitrario. Do acuerdo con el teorema sobre la continuidad
ahsoluta de la integral lebesguiana (teorema 9, p. 10, § 1, cap. 11},

existe tal 60 que x |/ dz << e¥/4.
Wl
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Fato significa que la funcién F(z), que es terminal en @, pertencce
a L-,&{)] v os igual a f(z) para € y nula para x €N Q,, salis-
face la desigualdad ||F —/|lyg=<2/2. En virtud del teorema 5,
se puede hallar sy >0 tal que ll?' — F|lragy=¢/2 para todo 0 <z h=C
= k. Cuando h es lo sulicient t fio, la funcibn media Fy

para la funcién terminal F pertencce al conjunto & @y
11f—F‘a||L:(m$||f—F||Lum+||F—1"n1|1.a(o!€%+%=s.

El teorems estd demostrado,
Puesto que para tode % =0 tenemos € () = &* (Q) = L, (Q),

entonces los C* (@) son sismpre densos en L, (Q), cualguiera que
son k= 0.

4. Espacios lincales Ly joo s Li,10e. Designemos mediante
Ly, 106 (@) un eonjunto de funciones integrables on cada subdominio
Q' estrictamente interior con relaeidn al dominio @, Q' &= Q.

Designemos mediante Ly 10, (@) un conjunto de funciones medi-
bles en @ en las cuales el médulo del cundrado es integrable en cada
zullominio Q" estrictamente interior con relacitn o Q, @' & Q.

Esti claro que Ly, 100 (@) ¥ Lz 14c(Q) son ocspacios lineales.
Ademds, Ly (@) < Ly 10e(0),  L2(Q) = L2 1oe(Q). La  Funcién
ﬂflt?h_"‘ por ejemplo, pertenece & Ly jec(|z |<<1) y al
Lo joc(|#|=<<1) para todo m ¥ al mismo tiempo ella pertenece
a L1{|;[<:'l) sblo euando m-<<1, y & Ly(|z|<1), sblo cuando
m=<1/2,

§ 3. Derivadas generalizadas

1. Propiedades mds sencillas de las derivadas generalizadas.
pong que una funcién f (z) continua en @ tiene una derivada
fe, (z) continua en . Entonces, para cualquier funcién g(z) €

€ €' () tiene lugar la igualdad
{ Toqdr=—{ f,gdz.
[ @

Resulta que mediante esta igualdad se define complotaments la deri-
vada fz, de la funcidn f: no es dificil mostrar que si para la funcién

continua f(z) existe una funcién continua &y (z) tal que con toda
g (z) € &' (@) se cumple la igualdad
i ?E,de— —j hig dx, (1)

]
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entonces la funcion f(z) tiene en @ la derivada f. ¥ para todo £ €
€ Qf, = ki Ast pues, valiéndose de la entidad (1), so puede dar
otra definicion para la derivada de la funcién f (x) que sera ciquiva-
lente {en la clase de funciones conlinuas) a la ordinaria. Si en In
igualdad (1) desislimos de la continwidad delas funciones f(z) y
By (z) y, en lugar de esto, exigimos que =ean integrables ellas mismas
o sus cusdrados (lo iiltimo nos os mds comodo) y entendiendo Jas
integrales en (1) en ¢l sentido de Lebesgue, ampliarimua de este
modo la close de funciones para las cunles podemos Introdueir la
nocién de Ja derivada; la funecidn 2y se d ina derivada gene
lizada de la funciin f respecto a z; en ¢l dominio Q.

Sea @ = (o4, ...y Gp) Un Veclor cuyss componenties son enteras
no negativas, Una funcitn f© (z) € Ly, joe (@) s¢ llama a-ésima deri-
vada generalizada en el dominio @ de la Tuncién f (z) € Ly, 100 Q)

si para cualquier funcion g (=) Et":”‘l' (@’} tiene lugar la igualdad
[ 1@D@dz=(— ' | * ) 7@ da. @
© '}

Mostremos, ante todo, que la funcién f (x) pnede tener solamonte
unga derivada generalizada f* () (recordemos que las funciones se
congideran iguales, si coinciden en c.t.p.).

En efecto, sean f¢ (z) v 12 (2) dos derivadas generalizadas de la
funcién f (z). En vista de (2), para un subdominio arbitrariamente

fijado Q', ¢' @ Q, ¥ una funcién arbitraria g (z) € €121 (D) tene-
mos la igualdad s (i — 19 gdz=0. Pero, ff—[3€L(Q) por lo
&

cunl, en virtud del teorema 6, p. 3 del pirrafo anterior, ff— 5 =0
en ¢.t.p. de ¢ y, por lo tanto, en c.t.p. de

Sea wna funcién f (z)€C'*'(J). De la formula de Ostrogradski
tenemos la igusldad

[ 10 D@ dz= (— 1) i D f () @) dz @
Q

para cualquier funcién g (z) € €121 (). Es decir, la funcién f (z)
tiens una derivada generalizada f= (z), igual a D= f (z). En particn-
lar, la funcién f (z), igual a una constante (en c.t.p. ) en @, admite
cualguier derivada generalizada f=(z) =0, la | >0,

En lo sucesivo vamos a designar medionte D% f In derivada gene-
ralizada f* de la funcién f. Para las derivadas generalizadas (prin-
cipalmente, de los drdenes primero y seguudg');empleavemos también

e A F )
las designaciones [y, "’e’,!’ RRES &~ v -l
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ael
arft .. aLB0
no depende del orden de derivacion, la derivada generalizada tampoco
depende del orden de derivacidn, lo que se desprende de la unicidad
de la derivada generalizada y de la férmula (2).

De la definicién inmediatamente so deduce también que si las
funciones f; (z), i =1, 2, admiten derivadas generalizadss Daf,
In funcién e,f; + e4f;, siendo las constantes ¢; arbitrarias, tiene deri-
vada generalizada D= (c,f, + cofy) = ¢,D%f, + e,D%,.

2seneL0 1. Una funcion § (z) = |z, [enlabola @ = {| z | < 1}
admite primeras dorivadas generalizadas fay=8gnz, fr, =0,i=
=2, ..., 0

En efecto, para eualquier Funcion g (7} C(()

Como para log funciones suaves g(z) la derivada

£ |z, IE": dr= 1|. .r.E,ld:—j :.E,‘dx.
@ @

donde @Q* =@ (z,>0), ¢-=@ N (r; <0). La férmula de
Ostrogradski nos da (z,, 7 = 0 sobre 3Q y cuando z, = O):

li*‘-algx,‘h= '—'I gz I gdr= — F sign xy. g dx,
a* a ]

Por ello, una derivada generalizada de la funcién | r, | respecto a =,
existe y cs igual a la funcién sign z,. Ya que, para i == 2

l EArS a‘x—i (1%1] Brdm Dem —; 0-gdz,

la funcién | z,] admite derivadas generalizadas respecto a z,, { —
=2, ..., h, iguales & cero.

Indiguemos que en el dominio ¢ la funcién |z, | no tiene deri-
vadas clisi pecto a x, ( lo 2, = 0, la derivada no existe).

EseMeLe 2. Una funcion f (z) = sign z, tiene en la bola @ =
= {l x| < 1} primeras derivadas generalizadas Jo=0.i=2 ...
e R, pero no admite derivada generalizada fz, Lo existencia de
las derivadas generalizadas fep E=2, ..., n, se eslabloce de la
misma manera que en el ejemplo 1, Demostremos que la funcién 7
no admite derivada generalizada respecto a x,. Supongamos, al
contrario, que existe una funcibn @ € Ly, 100 (@) que es derivada
generalizada de Ja funcidn f respecto a z,. En este caso, para una fun-
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¢ién arbitrarin g (z) € €' (0) tiene lugar la igualdad
J f dz = —-j (sign 2;) e, die = — | En&+i3ndz=
&

=2 gdz,. .. dr,. (4)

U txe=0)
De esta igunldad se desprende ante todo que w = 0 (casi siempre)
en ). Eleclivamente, sustituyendo en (4) la funcién arbitraria
g(z)ECYD). que es opula en ¢, obtendremos Ja igualdad
u)de‘: 0, de la cual se desprende que w=10 (casi siempre) sn

+ . Del mismo modo se demuestra que w=0 (en c.t.p.) en 7.
Por consiguienlo, para cualguier g(z)€CH(Q) ‘ wEd.tz 0, es decir
&

Fix)dzs ... dx, =0. No obstante, la dllima igualdad no
Qf (xr=t) =
puede toner lugar para ninguna funcidn g(z)€C' ().

La derivada generalizada D=f, a diferencia e una derivada cli-
sica, se define por la identidad (2) de manera global, inmediatamente
en . Sin embargo, en cualquier subdominio Q' < Q la funcién Daf
lambién serd derivada generalizada de ln funcidn f, puesto que la fun-
cion g (z), porteneciente a Clel( @) y prolongada por cero fuera de
@', pertenece a €121 (F) (de hecho, esta propiedad la hemos aprove-
chado ya, al demostrar la unicidad de una derivada generalizada).
Por esta causa, i la funeion f (z) tiene en @ la derivada generalizada
Def y, ademis, f (2} = ¢ (en c.t.p.) en @' = @, entonees, Daf =0
(casi siempre) on @'. En particular, una derivoda generalizada (si
existe) de la funcidn f (z), terminal en @ (es decir, para eierto 7,
QEQ, f(x) =00en ct, p de @™ ("), es terminal en Q y, por lo
tanl.o pertenece a L, (

ronxamw que la_funcién 1 (), oc (@),
tiene la derivada generalizada Def = F. v la funcién F t:} t:snu la
derivada generalizada DPF = G. En este caso existe la derivada ge-
nerdlizada D=*Ff y, ademds, D=+ = G,

En efecto, sea g (z) € C12+81(Q). Como Deg € C'*1 (§), tenemos
j ;n“*;d:.:(_nmj D*[DPg dz =

=(=1 F-D_'gdrat_”lulﬂﬂli DPFg ds = (— 1" | GF da,
2

lo que se trataba de demostrar.
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A diferencia de una derivada eliziea, la derivada generalizeda
Daf se define directamente para el orden | = |, sin suponer gue exis-
teu las correspondientes derivadas inferiores. Mostremos que real-
mente, lae derivados inferiores pueden no existir.

EirMpLo 3. Bo wna bola @ = {| x| << 1) examinemos una fun-
cidn f(2) = ¢ (T;) + @ (z) en la que ¢ (7)) = si%n . Do los re-
sultados del ejomplo 2 se deduce gue I?x} no admite las derivadas
generalizadas fy, ¥ [«

Mostremos que, a pesar de esto, existe la derivads generalizada

fxyz,- Tomemos una funcién arbitraria g (z) € €* (Q). Tenemos
[ uat = [ @ (20) Burendz +§ 0 (23) Brves .
M ]

Comn que

I @ {%) Bapna e = — S A R Foe dz =0,
] okl QiR
y. por annlngia.g G (#a) Baywe dr =0, entonces

9

J Fewsrm0= {0-Fax
]
Asi pues, la derivada gencralizada fy . existe y es igual a (1
2. Derivadas generalizadas y funciones medias. Criterio de exis-
tencia de la derivada  generalizada. Supongamos que la funcién
() € Ly (Q), @y, s cierto nieleo de mediacion y

h.fx]:Em.\.(lz—ul}}‘(yidy, =1,

o= una funcién mediada pura la Funcidn [ (z), fy (z) € C™ (Ry).

uvEMa 1. St una funcidn {(x) de Le (Q) tiene lo derivada genera-
lizada D=f € Ly (Q), para cualquier punto y € Q fenemos (cuando
b= 0 es lo suficientemente pequeiio):

(D=} (y) = Doy () 16)]
y para el subdominio Q" & Q arbitrario, cuando h=0
D™ o= D ||ty = O (%

$i la funcién f (z) es complementariamente terminal en Q (y pro-
lengada por cero fuera de Q), la férmula (5) tiene lugar paru todo y €
€0 (siempre que h = () sean suficientemente pequefios) y

| %3 — D gy — 0 evando b — 0. (7
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Sustituyendo en la férmula (2), a titulo de la funcién g (z) el nicleo
de mediacién wy (| z—y ), y €@, para h =0 lo suficientemente
pequefio (b es menor que la distancia del punto y al contorno 4@}
nbl.]ondremos, en virtud del teorema 7, p. 7, § iy. cap. II, la for-
mula (5)

(D () =(— 1) é 1(2) Do (| x =y dz=
=j‘ (=) Dy, (| 2 —yl) dz=Difaly)-
Q

Cuando @' & Q, exisie by = 0 tal que para h <k, Ia férmula (5) se
realiza en todv y € . En caso de que f (z) sea terminal (D=f tam-
bién es terminal en este caso y pertenece a Ly (), existe, de nuevo,
tal ky = 0 que para kb < ky Ja formula (5) tiene lugar para tedo y €
€ @. Por eso, las corralnciones (6) ¥ (7) so desprenden del teorema 5,

p- 3. §2
comovanio. Si todas las primeras derivadas generalizadas de lo

funcidén | son nulas, f = const.

En ofecto, do h son sufici te peq en cualquier
ubdominio Q' & Q U,_.),.=0, i=1, ... n En virtad
de (5), (fa)e, = 0, i =1, .. ., n, es doeir, para talesh fy, = const =
=¢ (i) en . Dado que | fh—g atgy ™ [|€ ()= [ || 1s1q+y =+ O evando
W= 0 (leorema 5, p. 3, § 2), i

entonces, ||¢(hy)—¢ (ha) lliaen =
- |c{ih}—:(h.g!1'|f]-(frl —+ 0 cuando By, by — 0. Por consiguiente,
e (k) =1 converge uniformemente on {° (y, con mayer razén, eu
Lg{(’)) hacia cierta constante, es decir, f=const en @ y, por lo
tanto, en .

Valiéndonos del lema 1, demostremos el siguiente criterio de
existencia de la derivada generalizada para la funcitn f € L, (Q).

TEOREMA 1. Para que exista la derivada gemeralizada Def de la
funcién { € Ly (), es necesario y suficienie que para cualquier subdo-
minio () & @ existan tales constantes C (?') y R (Q') que
1 D%y lpgiars < C(Q), cualquiera que sea h << hy (Q°).

La necesidad estd domostrada en el lema 1.

D la suficiencia. T un si de dominios
QEN(RE ... B0nE ... EQ tal que mmlquieréguntaxﬁ@
perlenezea a cierto deminio @y (y, por lo tanto, también a todo Qy
para j>0). Yo que || D%y [lgqn << C (Qy) pora b <hy (Qy), el
éonjunto {D=f,) para estos h es débilmenie compaclo (teorcma 3,
p. 8, § 3, cap. [1). Por eso, sé puede hallar una sucesibn de valores
de hy Ry gy o vy By ke oo oo By, x40 cusndo k—» oo, tal gue la
sucesién de funciones Def, | k=1, 2, ..., converge débilmente
an Ly (Q,). Par analogia, de la sucesién ky, 4, k = 1,2, . . ., se puede
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extraer una subsucesitn hy ,, k=1, 2, ..., tal que en L, (Qy)
la sucesién de funciones Dafy ., k=1, 2, ..., serd deJeonver-
gencia débil. En este caso el limite débil de esta sucesién en @, coin-
cide, por supuesto, con el limite débil de la sucesién Dofy, | ke =
=1, 2, ..., ete. La sucesién diagonal Defy, , k=1, 2, ...
converge débilmente hacia cierta funcién © (z) € Ly, 100 (Q) en ol
espacio Ly (Qy), cualquicra que sea i =1, 2, ... Por lo tente, én
Ly (Q) la sucesién D9, . converge débilmente hacla o, eual-
quiera que sea ' & Q.

Tomemos vna funcién arbitraria %'ae €= (@) y sea Q' un dominio
fuera del cusl g(z) =0, '@ Q. Para todo k =1, 2, ... tiene
lugar la igualdad

jﬂafa,__g drea(—1)™ I fn‘_»D“de,
(-] Q

en la cual la integracion se efectia, de hecho, no en todo el dominie
0, sino en ¢'. Como la sucesibn D%y, , ., k=1, 2, ... converge
débilmente en Ly (Q°) hacin o, mientras que la sucesién Frg o =
=1, 2, ... converge fuertemente (y, ]])or lo tanto, tamhién débil-
mente) hacia la funcién £, cu esta igualdad se puede pasar al limite
para k- co:

Icode={—!)'°" l DG dz.
Q

Esto significa gue la funcién f tiene la derivada generalizada Def
igual a la funcidn w. El leorema queds demostrada,

3. Existencia de la derivada lizada en una laci6
de dominios. En el p. 1 se ha sciialado que si D2 es una derivada
generalizada de la funcidn f en Q, también serd derivada generalizada
de esta funcidn en cvalquier subdominio @' = Q. El presente punto
estd dedicado a la demostracién del siguiente teorema.

TROREMA & Si una funcién f tiene derivadas gemeralizadas Daf
en los dominfos @y y Qy y 5i QU Qy = O es también un dominio
(es decir, un conjunto conezo), entonces en[Q) existe la derivada genera-
lizada Def.

Tomemos un punto arhitrario z € Q. Sea S, (z) unajbola de radio
p =0y con el centro en el punto z, mientras que p, = min |z —y|,

By
¥ py=min |z—y|. Cuando € Q, \ Qs, Spyz ()& Q1. sffae{),\o,.

vEBD:
Sepa{z) & Q3. En el eoso de que z€ = mi F 3
entonces Sys(a) = & ¥ Sys (3) € O A MO Y pmin(en £
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Todos los puntos del dominio @ los dividames en dos clases: a la
primera clase le asignemos todos los puntos de Q,~.Q. ¥ aquellos
puntos de @, [1 @5, para los cuales p, << py, p = py; & lo segunda
clase, todes los puntos restantes, es decir, lodos los puntos de @y~ @,
y nguellos de @, 1 @y, para los cuales pg < gy, P = Pe.

De esta manera hemes obtenide un cubrimiento del dominie @
con las bolas Sy (2): 51z es de primera clase, p = py; si z pertenece
a la segunda clase, p = p,.

Sea Q' un subdominio arbitrario estrictamente interior del domi-
nio Q, Q' & Q. Extrayamos del cubrimiento @' con las bolas
Spse (%) un subcubrimiento {inito. Una parte de las bolas de este
subeabrimienta, coyos contros se nbican en los puntes de la primera
clase, forman un conjunto abierto @ & (), las restantes, un conjunto
abierto Q; @ Q. De este modo, para ¢l dominio @' hemos hallado dos
conjuntos abiertos, Q) y @;, los cunles poseen las siguientes propieda-
des: a) @7, i = 1, 2, e3 la suma de un nimero finito de bolas, b) @'
pertensce al dominio Q1) Q: v @1 & @y, Q. & @y En vista de que
en @y ¥ @, exisle la derivada genoralizada D%, segiin el teorema 1,
oxisten lalos constantes C(Q}), C(QL. k() ¥ Mo (@2 que para
B hig=min (ko (@)s o (O | D Full oy S C @D UDn N peyy <
< C (), donde fy es una funcién media para la funcién f en el
deminio @, Por ello

1 D*fa Watary | DT I 0, +
D [ 5 S CHOD+CEQD = L. ()

para todo k<< k.

Resulta, pues, que segin el teorema 1, Ia funcién f admite una
derivada generalizada del orden = en Q (paturalmente, en Q, v @)
que coincide con Def, El teorema gueda demostrado.

4, Derivadas g lizadas y relach de  difs ins finitas.
Supengamos que una funecidn f(z) es terminal en @ ¥ pertensce a
Ly (). Prolonguémeosla por cero fuera de @ y examinemos, para
b5 0, una nfa‘:'.ién de giferallc’ias

53)‘ (x) - flEg ooondnoy, In iﬁg Thats o os En)—1 {2} 8

k=1, ... n Esti claro que 8)f (z) € L, (@) para todo h =5 0.
Si la funcibn g () € Ly (@) {y es prolongada por cero fuera de @),
entonces, para todo & de modulo suficient pequedio (menor
que la distancia ontre el contorno del dominio @ ¥ el del dominio @',
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fuera del cual f = 0) tiene lugar la férmula de « integracién por par-
tess
(63, B)iagr=

=1 ! Pl o evnZhoss Zabhy Zage oo za)—f (2) F(2) do=

= | 1@ E @ o mia 2l Brgy oo an)—F (@) d=
Q

=—(f, pghaire (9)
TEOREMA 3. Supongamos que una funcién f (z), terminal en Q,
pertenece a Ly (Q).
a) Si existe una derivada generalizada [y, siendo k=1, ...,n,
para todo h==0 de mddulo sufi pequen Iﬁﬁ”ih«a)i
=] f‘i "L:lm y. ademis,

[| 85— fx, lzay = 0 cuando h — 0, (10

b) Si existe una constanie C=>0 tal que para tode h=t0 de
ddulo sufic te pequen ,|6‘}‘||L,g;£(.' en!arlcesm @ existe
la derivada g lizada [, de I tiene lugar
la da’slguaidad || fs heatmn=C ¥ la correlacién (10,

DEMCSTRACION DE LA AFLEMACION a). Supongamos al principio que
J'EC'(Q] Sin perder la generalizacién, se puede considerar que
==nt. En este coso

Epth

" 1 af(z’. En)

Hf=04 I —azu—"@n
*n

donde, como 5iempre, 2’ = (T3 « s Tnny). Por consiguiente (sea,
para concretar, b > ]'

Iﬁk.“{:)l"‘é j 'a!t: Eallﬁq) g j _l-'_-fn-_rdg,,
de donde

+h
= Ea) |° _
]T b=

e pe
§ 18 @pa< § de |
LA R

4o
= |
-
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Integrando la Gltima desigualdad respecto a =’ € R,.;, obtenemos

I 8 Nessoy =< f, lessan (11)
Luego,
RP-iN
88 (&) — o, (1) = | LioprBela, L
Kl'l
x,4h
1 it Eg) B )
-7 | (BRIt
!u
Por eso,
+oe
| @8 @)=t (e deas
) o Eyth i
1 af(='. En)  df({z’, =) |2
gT_L‘i‘“J i e e K

n

!hd i afte', za+m) (2" zdz
ot fon | (Segmtn ooy,

Integrando csta desigualdad respecto a z' € R,.,, obtenemos

L]
183~ Mo < { dn § (Rt ol (1)

n
Las desigualdades (11) v (12) obtenidas hasta ahora para las

funciones f € €* (§) son validas también para las funciones termina-
les do Ly (Q) que tienen en @ derivadas generalizadas f, . Para con-
vencerse de esto es suficiente aproximar la funcidn f (z) por su fun-
cién mediada que tenga el radio de mediscién p lo suficientemente
equeiio, aprovechar para la Gltima las desigualdades (11) v (12)
(’h funcién mediada serd terminal en ) y pasar en ellas al limite
cuando p— 0.
De esta manera, la primera desigualdad del punto a), coincidente
con (11), queda demostrada.
Con objsto de demostrar la correlacion (10} emplearemos el teo-
rema de la contipuidad media (cuadritica) de la funcién perteneciente
a Ly (Q) (teorema 4, p. 2, §2), del cnal se desprende que para cualquier
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2 = () existe un nimero § = 6 (e) tal que si In| < |h| <6, se
tiene

! ( 8 s 21 _ML}’J;:,;:’.

ihrp ity

Por esta razon, de (12) se deduco la desigualdad || 83/ — fe, {faq) <
=#?, stempre] que |f|=S8 La afirmacidn n) estd demostrada.

VEMOSTRACION DE Ly aniamacion b). Segin el teorema 3, p. 8,
§ 3, eap. I1, el conjunto {6}f), cunndo | b | son pequefias, es débil-
mente compneto en Ly (@), Por eso, en €] se puede elegir una sucesién
& 4 p=1,2, ..., que sea débilmente convergente hacia cierta
bineidn @ € Ly (Q) iy = 0 para p —= oo, Ademas, || w “'—:-t.‘n'g ¢
Luego, en vista de (9, (8} f. Sruar= —{f E:J\P.E')x,'rq\. cualguiera
que sea la funcion g (z) £ C* (Q). Cuando p — oo, el primer miembro
de la fgualdad tiends a (w, g) y el segundo miembro, segiin el teorema
de Lebesgue, a —(f, g..). Por esta causa, la derivadu generalizada
fx, existe y f, = w. El teorema estd demostrado,

En lo sucesivo necesitaremos también la afirmaciom signiente,

Sea @ un deminio de una conexién del espacio Jt, que contiene
el origen de coordenadus y es simétrico respecto al plano z, =0
{es deeir, para eualquier punte z = (z°, z.), perteneciente a (), el
punto (z' — z,) también perlenece a @), y sea, ademds, § = 0 un
nimero tan pequefio que el conjunto Qs es un dominio. Introduzeamos
Ias designaciones:

=00 {2 =0} Q=00 {ra <0} (Qu}* =
=@y (| {zy =0},

. '.rai;(m;s:'m 4. Sea una funciin [(z) € Lo (Q7) y sea f(z) =0 en

Q s) %
u) Sien Q existe la derivada generalizada f,, para cierto k << n,
entonces, para todo h 5= 0 de mddulo suficientemente pequefio

I 8 HL:rE“ngl F’n “L::Q'J

1180 f=Tuy llhagn—=0  para  h—0. (10)

b} Sieziste una constante € = 0 tal que para todo h == () de mdduto

suficientemente pequeno || BLf |l1a g0 =€, k < n. entonces en Q* eriste

le derivada  gencralizade [EI le  particuloridad  de  que
[l 7, Nles g€, y tiene Ligar la correlacion (10°).

En el dominio ¢ definamos wna funcién £ (z) del wodo si-

guiente: F(z)=[f{(z) en (" v Fla)={(r'—z,) en Q. B obvio que
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FEL(Q) ¥y F@)=0 foera de Qu. Adomis, [[81F [fue=
=21 8f i k<< 0<|h)<8.

DEMOSTHAGION DELA AFIRMACION a). Supongamos que la funcidn
f tiene en Q* una derivada generalizada _f,,‘. Mostremos, ante todo,
que en este caso lo funcién F tiene en @ la derivada generalizada
Fy,. En efecto, tomemos una [uncién arbitraria g (x) € ¢! @ v,
para & = O arbitrario, otra funcion, Ly (z,) € €' (—o0, o0}, par,
Lo (—z,) = L(z,), que satisface, para todo =z,. la designaldad
| & {z) | = 1, ez iguala 1 cuando z, > 8, y nula enando 0 <z, <

De la igualdad
); F (%) g, () Ta 0) da=
=£ 1) g (2 Lo an) dx + Y F&, —0) g, (%) o (a) dz ==
A i
“‘l ) ;E;(io(x‘.] g (', n) + g (2, =-2q)) dz

y de la definicidn de la derivada generalizada de la funcién f en el
dominio Q* tenemos {la funcidn L, (%) (g {z, 2,) + g (z', —za)) €

€' @)
j F () gy () e (2} ds

= —a[f.‘ () Lo (&) (g (&', )+ g (2, —20)) dz=
= —J iy (2" %) G (2a) g (2) dxui foy (' —2n) T (2) € () dz.

Pasando en esta igualdad {en conformidad con el teorema de Le-
besgue) al limite para § — 0, resulta que la funcibn igual a f., (z)
en Q*ya fo (z', —z,) en Q-, es una derivada generalizada Fa, o1
O de Ja funcién F, teniendo lugar al mismo tiempo la ecuacién

s, kst == 211, [z i0mre
ﬁn \m:tutl del teoroma 3y || BEF Nesir S| Fxy e gy Por ello,

: 1
1 37 1 sen =5 1 5Pl 5 U Finy Wiy = I foy e gor- Y cue || 85 F—
— Pyl =5 | 88 — oy uiery v dado que [| BF = Fy, [|uz @~ ©
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cuando h—0, entonces “5:!"1“5;.H14{Q+:-*0 para  h—0. La

afirmacién a) estd demostrada.
DEMCSTRACION DE LA AFINMACION ). Supongamos que para todo

h=20 de médulo suficientemente pequefio 11 6hf legion=C» k<<n.
En esto caso para todos estos h{|8FF [|fyp<2-C% De acuerdo con
el teorema 3, en (@ existe Ja derivadn generalizada F.
¥ I Fayllfe@=2-C* Esto quiere decir, en Q" existe la derivada
generalizada fu, || fx, llEzien=<C* y se cumple la correlacién (10').
El teorema esti demostrado.

1§ 4. Espacios H"(Q)

1. Espacio lineal Hi(Q). Espacio de Hilbert HYQ). Un
conjunto de funciones de Ly jo (@) que admiten todas las derivadas
generalizadas hasta el orden k, & =1, inclusive (de Ly, ioc (0)) 1o
designaremos mediante Hi, (). Designemos con H* (@) un subeon-
junte Hi. () cuyos elementos, o la par con todas las derivadas ge-
neralizadas hasta el orden & inclusive, pertenecen a Ly (Q).

Por Hi, (Q) y H* (Q), para k = 0, vamos a entender Ly, 100 (Q)
¥ Ly (@), respectivamente: Hiw (Q) = Ly, 10c (@} H* (@) = Ly (@)

Esta claro que Hig. (Q) y H* (Q) son espacios lineales. Mostremos.
que H* (Q) es un espacio de Hilbert provisto de un producto escalar

e B = 2 iD“fD“EaTx. )
la)=<h

Para comprobar esta afirmacion basta establecer que H™ (Q) es
completo en la norma, cogendrada por este producto esealar,

W=y 3 | 10°Rd. @
ik
Sea fome mo=1, 2, ..., una sucesién arbitraria de elementos de
H" (@), fundamental respecto a la norma (2):
Il fo—fmllgnigy= 2 '|. | DPf = Dy Pz~ 0 pars  m, $—co.
fol=h &
Por ello, para cualquier a, | @ | < &, cuando m, s = oo
§ 1 D= L f iz =0, (3)

u
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¥, en partienlar {enando = 00},

§ lfi—imPdz—0 (4)
Q
A causa de que Ly (@) es completo, de (4) se deduce la existencia
de una funcion [ € Ly (Q) hacia la enal (en Ly (@) converge la suce-
zidn fm. m=1, 2, ..., ¥ de (3}, la existencia, para cualquier o,
e | = k, de una funeidn f% € L, (Q) hacia la eual converge (en
Lg (O o sucesion D= f,, m =1, 2. ...
Puesto que cada funcién f, (z) admite todns las derivadas gene-
ralizndas hasta el k-ésimo orden inclusive. pertonecientes a L, (Q).
para coalquier @, |« | <k, tenemos:

e D ey = — ) (D1 B)reen

cunnlquiera que sea la funcién g £ €* (). Pasando on esta igualdad al
limite para m — oo (de la convergencia fuerte se desprende la con-
vergencia débil), obtenemos que la funcién 1% es la g-gsima deri-
vada generalizada de la funeidn f. De este modo, f € H (D) v
Il fon = £yt gy —= O cuando m — oo, La afirmacién esti demostrada.

omseavacion. A veces resulta mis cémodo considerar el conjunto
de Lodas las funciones de valores reales pertenecientes a H* (@), k =
=0, 1, ... (H (Q) = L, (Q)). Este conjunto es, por supuesto, un
espacio (real) de Hilbert provisto del produeto esealar (1). Llamémos-
lo espacio real H* (), conservando para 6l la misma designacién.

Indiq algunas propiedades de los espaci (@).

1. Si el dominio Q' Q y fEH" (Q), entonces f € H* (Q').

2.8 fEH'(Q) v al(x) €C* (D), ecotomces la funcién of €
€ H*(0). En este caso cualquier derivada generalizada D (af).
e | < k., =& caleuln segin lag reglas habituales de derivacidn de
un producto. En particular, (af)s, = a,f + afy, i=1, ... n

3. 8if €H" (Q) v fu (2) es una funcidn media para la funcién f,
entonces parn cualquier dominio @', @' @ @ I17s — filungy — 0
cuande i — 0. Si la funcién f es compl tari te terminal en
Q, resulta que || f — [ |l — 0 coando =0,

4. Sila funciém f EH‘P(b} es terminal en €, una funcidn igual a j
en @ y nula fuera de @ pertenecerd a H* (Q'), cualquiera que sea el
dominio ', Q' = Q.

Las propiedades 1—4 se deducen directamente de ln definicion de
lo%:spuios H* (() v de las propiedades de Jas derivadas generali-
zadas.

5. Supongamos que la transformacion y = y (2} (5 = vi =y - - -
v 2y i =1, ..., n, representa biunivocamente el dominio Q@
en®el dominio Q y tea z =z (y) (2 =2 (tys + - - ¥a)y § = .
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. ., h, la transformacién correspondiente inversa. Supongamos que
para cierto k21 g (2} ECM (@), 2 (e CM (), =1,
En este caso, para que la funclon Fiz) =fy(z) (en 1a que )‘ {y} eﬂ
nna funcidn dcfmld'\ en Q) pertenezen al espacio A* {(}), ©5 DECesario
¥ suficiente que la funcion f(y) pertenezca al espacic K" (2. Las
derivadas de la funcién F (z) se calculan segdn las reglns habituales
para derivar funciones compuestaz. Por ejemplo, para las derivadas
de primer orden tienen lugar las férmulas

2 &
Foizh= va,{y(:r)] L e (5

Ademés, existen tsles constantes , y €,, dependientes de las
funciones y (z), i= L R, que
a) || Fllpkgy=Cy ||Fllnl{gj "b) 17 Dy = Ca | F ll by

La transformacién inversa r = =z (y) satisfnce las mismas condi-
ciones que la transformacion y = =y (z} por lo gque podemos limitar
nos a la demostracion de la sufi y de la designaldad a).

Sea k=1 ¥ {{W)EH (D). De ln chservacién al teoremn 8, p. 8,
§ 1. cap. I, e d&duti' que lante la funcidn Fz) como las fun-

cionos F () = 2‘ o, (y{:r)] M ~ 1, ... i, perfenceen a Lg (Q),

Cuanido fx (1) s unn Tuncién wediada para £ (¥}, 1a funcion ¥ (k, 2)=
faly tx) perteuece a €00, con la pactienlaided de  que
M S',f.u, {ru’.r}}"y’ 3 (SR

it

Sea el suhdommlo @' = @, mientras que 22° su imagen. En este
caso, @' @ R Como | fu = fllggm =0 ¥ W fny, — f) Noway—
-0, i =1, ..., n cusndo i — 0, enlonces, en victud de la obser-
vacion al teorema 8, p. 8, § 1, eap. II, || Fih,z) — F (1) |lrge =0
¥ Fepthy @) — Fida) gy — 0, i = 1, .. n, cuando ki —(,
cualquiera que zea @' = (. Fslo significa que en las igualdades
(Fih 2 g (%)) st ~Fe 2, gl@impi=1, ..,
donide g es una funcién arbitraria de Pl (8) (' 20 elige do maners que
sea p=0 en NG, se puede pasar al limite para A—O:
{F. gy)iva = = (Fi, @raqy Por ello, la funcién F tliene todas
las primerag derivadas gencralizadas de L, (), es5 decir, pertenece u

t (PO)- al mismo ticmpo so realizan las igualdades (5) ¥, por lo tan-

to, 1i én la desigualdad a) cupndo & = 1.
Supnngamos ahora que & = 2. Yn hemos demostrado que # {2} €
0 ifH v ticnon lugar las [Grmulas {5), Los segundos miombros de

éstus, sicndo [unciones de y, pertenccon a M (), en virtud de la
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propiedad 2. Por lo tanto, las funci F,, (z) también pert

a H'(Q). Resulta que F € H* (Q) v, cuando k = 2, se cumple la
designaldad a). Considerando las terceras derivadas como derivadas
de las segundas, ete., llegamos a la conclusién de que la sfirmacidn
es vilida para cualquier k.

En el punto 2 emplearemos la siguiente propiedad.

6. 8i el dominio @ es un paralelepipedo rectingulo, el conjunto
C* () (y, por esta misma razén, C" ({)) en el espacio H" () es
siempre denso.

Es suficiente demostrar esla afirmacién para ol paralelepipedo
I, ={lz | <api=1, ..., n}), donde a = (a5, ..., Gn), ;>
=0, t=1, ... H

Tomewmos una funcidn arbitraria f € H* (11,) ¥ un nimero arbi-
trario & = 0. Coalquiera quo sea a, 0 < | o | < K, la funcién Def €
€ Ly (Ta), por lo que, segim el teorema 2, p. 2, § 2, existe wna
funcion qu (z) € C ([lg) tal que | D% — palloe nyy < &.

En el paralelepipedo Moo —{|2,|<aw, =1, ..., n}, donde
o1, [l; @ Iy, examinemos una funcién F, (2) ={ (z/o}. En vir-
tud de la [propiedad 4, Fo€ A*([l.) v, jpor esta misma razdn,
Fo g H* (IL;}. Puesto que

| D*F g (2) = G (#) | e ey <
<[| D*Fo () — @a (#10) 12 i + 1| Ta (2)—Ga {3/0) ||z qray
¥, de acuerdo con el teorema 8, p. 8, § 1, cap. I,
1 2% F g (2) — 9o (2/0) Nz g ) =
w“;"ﬁﬂu‘f (10— ¥ “N}gﬁhmwﬁ:’" (1_:‘%] D {x{u)"m““}+
+ NEFf (210) — g (210} |2, o
<ot (1= g ) 1 D liscay + 07,

entonces
I10°Fs () — e (2 lza auo <02 (1= ) Il O lezcap+

+ 072 + || Pu (£) — Pa (20} |12 c11,-
Por ello, para cvalquier a, 0<C|a|<k,

D% () = D*Fo (2} ey S D% = s ot | D Fa—tpa iz n p <
e (140" +0"2 (1 ——r) | DF flam,+
+ 1 9 (2) = Ga (2/0) 22 -
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La funcibn pe(z)€C (M) y, por lo tanto, || @a(z) —
— @ (2/0) ||a oy — 0 cvando o— 1. Por eso, oxiste tal o=0gy>1
que para todo @, 0|k, || D°f (2) — D*Fo,(2) lLawn,)- Por con-
siguiente,
1 = Peollypry< Ce-

Tomemos ahora la funcién media (Fa)a(z) para lo funcibo
Foy(z) € H* (Ilsg,). De In propiodad 3 se desprende que || Foua—
— Fay || ghyy y— 0 cuande h— 0. Por consiguiente, se puede hallar

o
un h=hy tal quo || (Fahno— Poullgiy <& La funcion (Faghs ()€
€C™ (M) y
|l(FunJ'n.--!1|_qam',€||U"m)w—l”anll_-,n‘n_,+
+l Fo.—l'll,.-‘"-)é(f +1)s.
La afirmacién esti demostrada.

. Sobre la prolongacion de funei Supong que la fun-
cin f (z) estd definida en el dominio @ y que éste estd contenido en
el dominio Q'. Se denomina prolongacién de la funcidn f () en Q"
una funcién F (z) definida en Q' y coincidento con f (z) en Q. Obser-
vemos, ante todo, que para cualquier funcion f (x) existe uoa pro-
longacibn. Por ejemplo, se puede hacer que F (z) sea nula en Q" ~Q.
Esta prolongacién la ya hemos empleado en el caso cuando f (:% €
€ Ly (Q). Sin embargo, si f (r) es una funcifn suave en {J, por ejemplo,
fEH (0) (0 f €C* (Q)) para cierto k =1, resulta natural buscar
su prolongacién F (z) en las clases de funciones igualmente suaves
en @'z de * (Q") (o de € (§")). Mostremos que en eiertas condicio-
nes impuestas al contorno del dominio @, tales prolongaciones
existen.

Supongamos, al principio, que el dominio ' es un cubo K, de
arista 2a>0, Ki= {|y|<<a, t=1, ..., n} (designaremos
aqui las variables independientes y,, . . ., ¥a) ¥ 8l dominio @, es un
paralelepipedo Ki = K. {y. = 0}. La prolongacitn Z (y) de
una funcién z(y) € C* (K;) la determinaremos en K7 = K, (]
N {ys < 0) de la manera siguiente:

net i
Z{y)= E! Ais(y'y = yalids ()
-
donde ¥ = (4g, + + «y Yn-), micotras que Ay, ..., Ayyy €5 uNA
Incién del sist lgebraico lineal de ecuaciones

B4l
{Z‘ (=1 Ai=1, 5=0, ..., &k (N
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Observemos que si y € K, los pu‘nlus (y + —Uali) de (6) se en-
cuentran on K para todos Jos i = 1, . . + 1. El determinante
del sistema 7 {datorminanle de ledermonda) es distinte de cero, por
Lo que (7) admite la Gniea solucién A o Anpy

Hagamos la Toneidn 2 (y) |:g'mz]1 nl Tim z(yj‘ para  cualquier

y=-

K3
=", 0 €K {urn =0}, Do este wm!c"'f fa_funcién Z(y) estard
definida en todo K, Ya que =(y)cC*(K3), debide n (6},
Z(yeC"(K;). Mostremos, primeramente, que Z (v)€ C (K.).
Pasando en (f) al limite para y— °, y € K3, en virtud de 7,
obtenemos

hid B3l
lim Z ()= 3 4 lim z{g)= 3 Aa(y®) = Z (o).
i 41 - =y
veKG ¥ERT

Esto significa que Z (y) € C (K.).
De acuerdo con (6), siendo y € K3, para cualgquier vector de nitme-
ros enteros o = (&, ..., &), | | <k, tenemos

L)
D® s (y) agl; A (=" Dz iy, —yali). (8)

Pasando ul limite para y— y", y € K7, en las igualdades (8) con
cualquier o, para los que |& | = 1, obtenemos

lim D®Z (y) = lim DPZ (y)
=i L.
vEHg vEly
Enteonces, en los puntos del plano K, | {y, = 0} existen todas
las primeras derivadas de la funcién Z (y) y ellas coinciden con los
valores limites correspondientes. Por lo tanto, Z (y) € C* (Ko).
itiendo estos razonamientes, en virtud de (7) obtenemos que
Z (% € ¢! (K,) para todo 1< k.

& ln igualdad (8) so deduce gue, con cualquier e, |a | < &,
para todo y € K7

e 1 N L2}
IDZWPSS, A=z 3D, =yl P
i =i
Lig}

=0Cy DD (v —yali) P
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Integrando esta desigualdad respecto a y€ K7, obtenemos
13}

f1orzray<e, 3, [ 107w, —miPdy=
X =t g

A+

=GXi [ 1Pswpea<sc (0% rd.

=1 KiNy,=<oti) b4

Como Z(y)==2(y) pars y€ K, resulta

Jw“zw) Pdy= | 1D°Z W) pay+
s K

+ [ 12w 1y c” [ | D% (0) Py
K3 1
5 do estas desigualdad pecto a todo e, | & | < K, obten-
dremos la designaldad

12 lhy S Call 2 ligvges, ®

en la que la constante €; = 0 no depende de la funcién = (y).

Asf pues, hemos construido la prolongacitn £ (y) € C* (K,) de la
funcién z (y) de C* (E3) ¥ Para ella tiene lugar la desigvaldad (9).

Supongamos ahara que la funcién z (y) € H* (K3). Segin la pro-
piedad G del punto precedente, existe una sucesién z, (y), s =
=1, 2, ..., de funciones de C* (K3), convergente hacia z (y) en
la norma de H* (K2): | 25 — = flpn = 0 cvando s— co, Designe-
mos por Z, (y) la prolongacién de la funcidn z, (y) en _{f.... obtenida
por ¢l método que acabamos de exponer, Z, () € C* (K,). En vista
de (9) tememos Ja desigualdad || 2, —Zp lyag, < € 2, —
— 2p |lgkggy 1a cual nos muestrn que la sucesidn de funciones Z,,
g=1, 2, ..., es [undomental en lo worma de H* (K.). Esto es
indicio de que existo uma funcidn Z(g) € H" (K,) hacin la cual la
sucesin converge en la vorma de H* (Kg). Ya que Z (y) = z ()
para y € K%, la funcidn Z (y) serd prolongacién de la funcién z (y)
en K. La funcién Z (¥), obvi , satisface la desigunldad (9).

Asi pues, estd demostrado el siguiente lema.

rEMMA 1. Para cualquier funcidn z(y)€ H*(K3) (C" (K2)) existe
una prolongacidn Z(y)€ H* (K.) (C*(R.)) y s¢ realiza la desi-
gualdad (9).

Observemos que como para las funciones Z, (), s =1, 2, .. .,
tieno lugar la igualdad (6) y, por otro lado, z,— z en H* (K3) v
Z,— % en H" (%}, la ecuacifin citada es vilida también para las
funciones Z (y).
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teMA 2. Supongamos que la funcidn [ (z) € H* (Q) (o C* @) y
para cualguier punto £ € M existe una functén Fy (z), definida en una
bola S, (8) = {|z— E|<<r) de cierto radio r=r(£) >0, tal
que Fy(x)=[() para z€QN S, (8 v Fulx) €H (S, (E)
(C* (8, (E)) {la funcién F; (z) la Hamaremos prolongocidn de la fun-
cidn f (z) en la bola 8, ((j). Supongamos, ademds, que tiene lugar la

desigualdad
11 Fe Mg, = Ca Mgy (1)
con una constante C, que no depende de la funcidn f (z).

Entonces, para todo p = 0 existe la prolongacidn F (x) de la fun-
cidn f(z) en el dominio (9%) que posee las propiedades: F (z) €
€ H* (%) (C* (G#)), F(z) =0 fuera de Q7 existe una constante
Cy = 0, dependiente sélo del dominto Q y el niimero p, tal que

11 Tgniay < Csll gy (1

Segiin 1a condicién del lema, para todo punto § € { existe una
bola S, (8), r = r (£), en la_que esti definida: o bien la propia fun-
cién f (z) € H* (8, (E)) (C* (5, (2))) cuando E € Q, o bien su prolon-
gacién de la misma clase. Suponemos que r (£) << p. La totahidad de
1as bolas S,/ (£) para todos los posibles & € @ cubre el conjunto G.
Por igui (r d gue el domini es acotado) de este
cubrimiento se pueds extraer un subcubrimiento finito 8, /5 (2"). . . .
v oor Spyga (@), donde r; = r (2.

Sea una funcitn 8, (x) €C™ (RH,), B;(s)=10on 8§, (=) y 0 (x)=
=0 fuera de la bola S,y (2"), t=1, ..., N. Designemos me-
diante o, () una funcién 1 — 6, (z), t = 1, ..., ¥, ¥ conslruyamos
las funciones

A fz) = By (2), Yo l2) =0y (=) By (), -
wl@ =) ... 0020 i <N
Es abvio que v; () € €™ (),
pi(z)=0 en JEIS,)” (&) (12)

¥
yi(2)=0 fuera de Sy (z'). (13)

Ademds,

W@+ .o Fp@=l—aEN+o @t —0 @) +...
e oy (D)o (D =) = — o (@) ... o2
*) 0 es una ncumulacion do bolas (| r — =% < p) respecto a todo 2 € .
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por eso,
nE+F =1 (14)
para zE;"g"; Srn (#'), ¥, en particular, para ZE€Sey ().
Dolinamos las fanciones f; (z), i = 1, . .., N, para todo z € R,
de la manera siguienle: en S, (2%) la funeién f; (z) coincide o bien
con f (z), o bien con su prolongacién Fat {z) en 8, (z'); fuera do
8, (') la funei6n f; (z) es igual a f (), si € Q, y es nula cuando

§Q.
En virtud de (13) y las propiedades 2 ¥ 4 del punto anterior, la
funcidn vy (=) f; (£) € H" (@) (C* (D#)). Por lo tanto, la funcidn

N,
Fz)= g}l fi =) v (=) (15)

pertenece a H" ((F) (C* (F")).

Sea z un punto arbitracio de @ y S,y ('), la primora bola del
cubrimiento finito cligido continente el punto z. Puesto que f, (x) =
= f(2) para todo i =1, ..., ¥, y de [12l) yi (2) f (x) = 0 cuando

t=1, entonces, debido a (14), F(z)aEIv, (x) f () = f (z}). Esto

significa que la funcién F{z) de (15) os Ia Frolnngm:i(m de la
funcién f(z). La igualdad F(z) =0 fuera de Q"* se deduce de (13)
y (15), dado que ri<<p, i=1,..., ¥. La desigualdad (11} se
desprende directamente de (10) y (15). El lema estd demostrado.

TEOREMA { (sobro la prolongacion). Sean @ v Q' dominios acotadss,
QEQ. y sea que 6Q € C*. Entonces, para toda funcién f(z) €
€ H* (@) (€ (0)) extste una prolongaciin F (z) € H* (Q") (C* ()

que es terminal en Q. En este caso
WF Mgty S C M llangye (16)

donde la eonstante € = 0 silo depende de Q) y Q.

Tomemos un punto arbitrario § € Q. En cierto ontorno Ly de
este punto la ecuacidn de 60 pucde ser representada (enumerando las
voriables, si fuern necesario) en la forma_z, = @ (), . . ., Zpoy)
con una funcién @ (z,, ..., z,,) € C* (D), donde el dominio
{n — 1)-dimensional D es una proyeceidn de dQ ) Uy en el plano
7z, = 0. Consideramos que z, = g en el dominio @ [} Uy Bl eambio
de variables

p=x—E, f=1,..,0—1, y, =

=z, — @ ..., T, ) (1T)
100371
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p tn biuniv to Uy sobre un entorno £ del origen do
coordenadas para las varlabteﬂ His + oy Mne Sea K, un cubo
{iv,|=<a i=1, ..., n}, pertenccienle al dominio £, y sea Ug
1a imagen del cubo en la transformacion (17). La imagen del dominio

M U3 seri, en este caso, un paralelepipedo K2 = K. [ {y, = U}
y la funcién f (z), definida on ¢ [] Ug, se transformard en la funcidn
s =F( + 5y o ve Yumy & Sacra Un F @0+ By oo Una
4 Enoy). perteneciente, en virtud de la propiedad 5 dol punto ante-
rior, o (K4 ) (C" (K.

De acuordn con el lema 1, existe una prolongacién Z (y) de la
funcién z (y) en el cubo K, Esta prolongacién engendrn, en virtud
de una transformacifn inversa a (1;}

o=y +Ek (=1,..,0=1 2, =y, +
+ 4 S oo es Yneg + Ena)

la prolongacion Ft (x) de la funcién f (£), pertenceiente a Q) U,
en Ui, ¥, con mayor razén, en la bola S, () (que estd contenida en
uy) ulla radio r = 7 (E) = 0 y contro en el punlo & En vista de la
propiedad 5, punto 1, tionen lugar Jas desigualdades

P Wng,an =11 P “""”i'g Coll Z gy
W2 ey S Cull Tz S Call vy

donde las tes Oy v €, dopenden solo de Ia funcidn ¢ (z), ...
oy Zng) de (1) ¥ de sus derivadas hosta el k-ésimo orden inclusi-
ve. Do estas designaldades y de la (9) se desprende la desigualdad
(10). La afirmocion del teorema so deduce ahora del lema 2, si to-
mamos p menor que la distancia entre los contornos 4@ y 89" do los
dominies @ y ',

opseRvacion, Al demostrar el teorcma 1, liemos construido la
prolongaciin F (z) en el dominio @' de la funcién f (z) perteneciente
a H* (). Esta prolongacidn satisface no silo (18), sino también las
desigualdades

0 gy SC M llsoye

cualesquiera que sean § < k.

Hasta ahora obteniames prolongaciones de una funcién de un
dominio en ol oiro dominio méas amplio. En lo sucesivo necesitaremos
una prolongacién suave de funciones a partir del contorno.

Sen dada una funcifin ti f(z) en el 40 del domi-
nio @. L1 prolongacién do la f f{z) en @ la funcién
F () continua en {J, si pars z € 8Q F (2) = { (2). Es vélida la si-
guiente afirmacién.

TROTEMA 2. Si para k = 1 el contorno &Q € C*, entonces para toda
funcidn f () € C* (8Q) existe ln funcidn F (2) de ' () que es una
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prolongacién de la funcion f (z) en Q, teniendo lugar, en este caso, la
desigualdad

I F llgr < E1 oy

donde la constante C =0 no depende de f.

Ya que 4@ € C*, para todo punto E € 60 existe un nimero p
=p(E) =0 tal que un troze del contorno 8Q [ S, (8) (S, (E) es
una bola de radio p y centro en el punto §) se proyecta univocamente
en un dominio D¢ de uno de los planos coordenados, sea del plano
1, = 0 (lo que siempre s¢ puede lograr cambiando la numeracion de
las variables) y que Tn ecuacién de IIL superflmu Q1 Sp (%) tonea la
forma x, = g (2'), = €Ds, donde (') € C* (Dy).

Escojamos un niimero r=r(E) >0 suficientemente pequeiio de
tal manera gque una bola (n— 1)-dimensional {|*'—¥ [<r} & Dy.
Entonces, la funcién de n variables Fy(z)=[(2', ¢ {z")) (que no
depende de x,) estd definida en una boln cerrada 8, (E), pertenece
a "8, (F) ¥ coincide con f en 8018, (E). Ademis, NPl <
S C(E)]|fllgh gy donde la constante € (§) no depende de f.

El conjunto de bolas S, (8) cubre el contorno @, cunlguicra
que sea £ £ 80, Excojamos de este conjunto un enbrimivnto finito
del contorno Sy (=Y, . .. Seyrn (2%), domde ry = r{z').

Definameos, para cvalquier é = 1, ..., N, una funcidn f, (z) del
modo signiente: hagdmosla igual a F,i (x) en la bola 8, (z') y nula
fuera de S, ("), si z ¢ #Q, e igual a f (z) cuando € 8¢, Enlonces,
paca todo & =1, ..., N, las Tunciones [; {x}y; (z) {donde v, (x)
¢s una funeién construida al cfectuar 1a demostracion del loma 2) per-
tenccen a €* (I7,) ¥, por lo tanto, a €" {Q). Por consiguiente, la
funcidn

N
Fa)= 2‘: V(=) fi(2)

también pertenece a C* (@).

Tomemos al azar un punlo x € @ y supongames que la primera
bola del eubrimiento finito clegido del contorno gue conliene este
punto csla bola 8. 5(a). Yo que f, () = f(z) paratodoi =1, ...

.+« N, de las correlaciones (12) ¥ (14) se deduce que F(z) =

i
- E-v. (2) f (x) = f(2). Asi pucs, la fumcidn F (x) es una prolon-
ganun de C* (@) de la Iunﬂénf {z). En cuﬂ:lla a Ia acotacion requeri-

dn, fsta es a de las corresy desigualdades para
Ias funciones Fat (2). Fl teorema queda demostradn,

fo
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3. Densidad de €= (J) en H" (Q). Espacios H* (Q)- Supong
quae el contorno A0 del dominio @ pertenece a la clase C*.

TEOREMA 3. Un conjunto de funciones % () (y, con mayor razin,
C* () es stempre denso en ¢ espacio H* ().

Tomemos un dominio @' respecto al coal ¢} es un dominio estric-
tamente interior, Q & Q. Sea f (z) una funcidn arbitraria da H* (Q).
En virtud del teorama 1 del anterior, existe una prolongacién F (z)
da la funcién 7 (z) de Q 8 ', pertenecients a H* (PQ')A Segin la pro-
piedad 3 {del p. 1), tione lugar una correlaciin

1| Fa—f s =11 Fa— F llyn g, =0 cuando k-0, _
donde Fy (z) es una funsién media para F (). Como F), (z) € C™ (Q),
el t queda d d

El conjunto €" () s una variedad linsal en A" (0). Dal teors-
ma 3 se deluce que si el contorno del dominio 30 € €, 1a adherencia
l};} g}ﬂiunm % (@) en la norma del espacio H" () coincide con

(@)

Sea S una supecficie (n — 1)-di ional tenida en @. El

subconjunto C"?: (@) de las funciones de C* (07 que so reducan a cero
en los lugarss donde Q corta cierto entorno (eada funcidn Liens su
propio eatorna) de la supecficio § s también una variedad lineal ea

H"(Q). La adherencia de Cs(J) enla norma del espacio H* (Q) cs
un subospacio de H' (Q). Designémoslo mediante A5 ().

En el caso si § = 30, el subespasio H3q (Q) so designaci por
HY () (1a norma on H*(Q) es la norma del espacio A (@)). Del
tearemt 6, p. 3, § 2, so doduce que para k = 0 el subospacio i Q) =

= H* (Q) coincide con el aspacio H® (Q) = Ly (@), En el punto 1
dol pirrafo siguients serd demostrado quo para & = 1 el subespacio

H* (Q) no coincide con H* (Q).
8i Q" es un dominio que contiene otro gominio @, @ = ¢, toda

funcidn [ (z) de € (@), peolongada por cero en Q' <@, pertanece a

o {@). Por allo, deo la definicién dal espacio H" proviene que la

funcién f (z) de H* (), prolongada por coro en @' ~Q, pertenece a

().

ﬁ?Sepamblllﬂa:l del espacio H" (Q). Vamos a considerar el
0 del domini s *

el Q per te a la clase C".
TEOREMA 4. Kl espacio HK(Q} es separable.
Al principio examinemos un cubo K = {|z | <<m i=1, ...
v e n}. Un sist ble de funci (2m) -3t =) donds
m=(m, ..., m),m=0 %12 ..., t=1...,n(n 2=
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=m, )+ ...+ m,z,, es ortenormal en L, (K). A toda funcién
FRtY] E I. [R} sole pucde asignar una erie de Fourier

WW‘ Z-’m“{" x;__.ﬁ. E 2 fetime = (18)
s s m ps4

(TR el 1797 3)
donde Jp= B Lt
funcién f (), ¥ [m P =m) -+ ... + mh.

Sea la funcién f (z) € ™ (K). Indiquemos, ante todo, que psra
cualquier m tiene lugar la desigualdad

son cocficiontes de Fourier de la

fm =280 | ] gy, = Co- (19)
Hagemos m' = (m;, ..., Pipq)y, & ={5, ..., 7o), K =
%lx; |=im, t=1, ..., n—1) = Ruy. Coando m, =0, le-

nemos

1 4
!"-W j 1 (z) el =) dg =

-—'ﬁ j.ei(n'. =z’ (j‘f (&', 2,) etnPndz, ) =%

el (LR G e,
_L'E)’;;( fm)l a:f gm0 de,

@Sl p =
para p nalvral, de dende 1,',.|=g—w—nf“3. ¥, por consi-
guiente, en vista de (19)

1f lerg2tiem™ [
R S e L | M

cualquiera que sea p natural.
A la par con esta designaldad tienen lugar, per supuesto, las
desigualdades

Cy
”mlim i=1, ..., n—1,
¥, por lo tante, los designaldades
o | Cpmi L = €
UG { ey = ataT -

(20)
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Como max |m; I;;-—__!-:- ||, de (20} se despronden las siguientes
desigualdades, vilidas para todo m y coalquier p natural

i @1

Huf< < TR

{iTT'rJ_I-rml}"

Tomemos p=n-+2, El nbmero de sumandos en la suma
: ‘_f,,,slf"'-x’. igual al nimero do punios m de covrdenadas
aEiml<ed
anteras en la capa esférica s<|m|<<s+1 uwo supera el nimero
de tales puntos en un cubo de urista 2(¢<-1), os decir, no es
superior a (2 (s4 1))". Por eso,
| Hm, Crag2" 140" _ Casa
N fuet™ ’lﬂ 3 WIS =T

anlm =t aslm pc L

Esto significa que la seric (18) en A es uniformemente convergente.
Haciendo p = n + 3, para cualquier r, 1 < r < n, bbienemons

QO i Cagg2 (1450 Coygln
D) imefuetn | S

azimle s+l
Por lo tanto, una serie oblenida de la serie (18), al derivar[a_l. Lér-
minn a término, respecto a x,, r =1, ..., n, converge en A uni-

formemente. De igual manera se demuestra que las series obtenidas
do la (18), al dorivarla { veces, I =2, 3, .. .. término a término,
son en K uniformemente convergentos,

Designemos por g (z) una suma de la serie (18}

£(2) = e 3 fm™ 9

Se ha demostrado mds areiba quo g (z) € €™ (K). Por lo tanto,
@ (£) = g (z) —f (&) € ™ (K). Mostremos que en K ¢ (<) =0,

ilm,
Como {g{x}. -:Emm—_:.)wnu}m para todo m
i,“,}cnm. ndr=10.

Fijemos arbitrariamente m'=(my, ..., Ma-y) ¥ escribamos esta igual-
dad en la forma

i gimnxn [ l: @ (z', T,) e =) dz! ] dx, =0,

- K
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Como la funcién g (x,) 5)' @z, zo)elm. 1 dz’ | indefinidamen-

te diferenciable respecto o z,, |.|<<m es en el producto escalar
de L;(—m, n) ortogonal a los funciones e'=r*n para cualesquiera
my=0, #=1, +£2, ..., entonces, cualquiera quo sen m’, lenemos
Pt (24) =0 para tode z,, |z,|<n. Introd designac
nes: M =(My, .. Mpcg)y & = (Tye ooy Tnoa)y K'ﬂK'n(:M—O'g.
Para todo m” fijodo, cualquier z,. |z,|<%, y todo my =0,
+1, ..., tenemos

0-:) @&, Ta) s 1’ =

n
= s exnamney clr,‘_.ﬁj PUZ", Taers %y) £ W 17,
- o

Por consiguicnte,

J (27, Taoy 2y ) ™ TVde" =0

poca cualesquiera Zp.p, Tn, |Zoa | <o |2, | <y todo m'.
Conti do esto | . abtend la igualdad @ (£) = O en K.

Hemos demostrado do esto modo que teda funcidn f (z) € € (K)
se desarrolla en la serie (18) que junto con las derivadas de cunl-
quicr orden es onil te convergents en K. Fs ovidente, que
esta alirmacion es tumbién valida para cualquier cubo K, = {| 2 |<
<a,i=1, ..., 8}

Pazemos ahora a la demostracién dol teorsma. Tomemos un ni-
mero @ = 0 tan grande que el dominh}ﬁ & K, Do acuerdo con el
teorema 1, p. 2, toda funcién f(z) € (@) puede ser prolongada
mediante una funeion F (z) € H* (K,), terminal en K, De la pro-
piedad 3, p. 1, se deduce que toda funcién F (x) de esta indele puede
sor aprotimada en la norma de H" (K), validndose de Jas funcionos
modias Fy, (£) que son in damente diferonciables y, para b sufi-
cientemente pequefios, terminales en K.

Sewin lo demostrado, toda funcidén F, (x) (siendo h soficiente-
m nle pequedos) puede ser cn K, aproximada uniformemente, junto
con todas las derivadas (y, por lo tanto, también en la norma de
H* (K.Y por medio de las sumas parciales de la serie de Fonvier de
dicha funcién. Por consiguicate, cualquier funcién Fy () pucde ser
aproximada en la norna de o () me?li:mtu combinaciones lineales
{m, x)

L
del sistoma ¢ * con coeficientes cuyas parles reales e imaging
rins sean nlmeros racionales, Asi pues, estd construido un conjunia
siempre denso on K (Q).
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§ 5. Propiedades de las funei
de HY(Q)y H'(Q)

1. Traza de las Tunciones. Sea @ un dominio en M, ¥ &, una
superficie suavo (n — 1)-dimensional perteneciento a @. Cuando en
@ estih dada una funcidn [ (z) definida en cada punto (es decir, &i la
igunldad de Jas funciones se entiende como la igualdad de sus valo-
res en cada punto), podemos considerar el valor do esta funeibn en §
como uni Tuncién [ |.e s, definida en cada punto de S, cuyos valures
eoinciden con los do f (x) para todo = € 5. Si examinamos en @ una
funciin dada en c.t.p. (es decir, las funciones son iguales, si coineiden
en e.t.p.), el valor de f en la superficic fijadn § se determina de
manera no univoca: ya que mes § = 0, la funcién puede tener en §
un valor arbitrario. No obstante, en determinado sentido, se puede
hablar de los valores que una funcion, definida en ¢.t.p., toma cn Jas
superficies (n — f)-dimensionales.

Supongamos, para simplificar, que la superficie § = § (z,) es 1
interseccion del dominio @ con el plano x, = const. Entonces, en
virtud del teorema de Fubini*), para casi todo x, existe un valor
 leesgny de la funcidn f en § (z,), definido casi siempre en 8 (In
igualdad de las funciones de la (n — 1)-ésima variable se cutiende,
por supucsto, como la igualdad de sus valores en c.b.p. en el sentido
de la medida {n — 1)-dimensional). Es obvio, ademas, que el valor
que toma en § (x,) una funcién continua en {J, para easi todo x,, o5
una funcién continua en S (z,), ¥ el valor que toma en § (z,) una
funcién de Ly (() para casi todo x,, perienece a Ly (8 (z,))

Al estudiar las sol de las i dif iales =e plan-
tean con frecuencia condiciones a las enales la solucién debe satis-
facer en cierta superficie fijada (n — 1)-di ional, por ejemplo,
en o (las asi llamadas condiciones limites). Es por eso, necesilare-
mos generalizar la nocién del valor que toma una funcién definida
en c.b.p. de la superficie (n — 1)-dimensional S, esto es, la nocidn de
la traza de una funeién en 8. Esta nocién e puede introducir uni-
vocamente para una funcién que estd definida en casi todo punto ¥
satigfaco ciertas condiciones de suavidad. En particular, esta nocién
se introduce con facilidad para una funcidn continua en Q.

Llamaremos {raza [ |s de la funcidn [ de € () en una superficie
(r — 1)-dimenstonal § al valor que toma en esta superficie una fun-
cién continua en § la cual casi siempre coincide con f (es deeir, por
traza de una funcid i en § entend su valor extendido
uni te seglin la continuidad en §). En este caso, la igualdad
de las funciones dadas en § so entiende, como decostumbre, como la
igualdad en cosi todo punto en el sentido do la medida (n — 1)-di-
mensional.

*) Para precisar, en virtud del lema 4, p. 11, § 1, eap. 1.
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El conceplo de la traza de una funcidn en § so puede introducir
tombidn para las funciones pertenecientes a alg pacios pro-
vistos de normass integrales, en particular, para las funciones de los
espacios H* (Q), enando k = 1. Puesto que todos los H" (Q), para
k=1, ostin incluidos en H'(Q), serd suficiente introducir este
conceplo para las funciones de H* ().

Sea S una superficie de la clase €' (véaze cap. 1, Introduccidn}
ubicada en ), v sea 8, un trozo simple de S que se proyecta univoca-
m:mleéon cierto dominio D del plane {z, = 0} y deserito por la
ecuacion

1, = @ (z'), donde 2’ = (&)} . .. Tneg)y P(FVEC (D).
El dominio @ es acotado, por lo que puede considerarse dispuesto
enuncubo {0 <z, <a, i=1,... aﬁ para cierto a = {. Supon-
gamos al principio, que la funcién f (z) perienece o €' (@) y hagdmosla

igual a cero fnera de . De acuerdo con la férmula de Newton—
Loibniz

ﬂrla e
1) s = (& 9 (=) = E et gy,

Por ello, segin la desigualdad do Buniakovski
127}

UIs.J‘éNr’J‘j [t [fataa I [
o

Multiplicando esta desigualdad por; ¥ T+ 434 ..+ 45, v inte-
grando en D, oblencmos In desigualdad

It ||i;<s.;-J | Hs P S < gy .. y

con la constante € = 0 que no depende de la funcién f.

Ya que la superficic S puedo ser cubicrta por un nlimero finite
de \rozos simples, o sea, trozos del tipe §; (que =e proyecton, quizds,
en olros planos coordenados), sumando Jas desigualdades corres-
pondientes (1), oblend la desigualdad

P8 C Ml @
donde la censtente € = 0 no depende de }a funcicn f.

La desigualdad (2) tiene lugar también para teda funcidn f (2) €
€ €' ((). Para demostrar esta afirmacidn, es suficiente hacer uso del
teorema 1, p. 2, § 4, sobre In“pro}nngaciﬁn {euponiendo, naturalmen-
te, que 6 € CY) ¥ la desigualdad (2) parn unn funcién terminal de 7.
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Sea f € HY (). Dol teorema 3, p. 3, § 4, so deduce que existe una
sucesion de funciones fp (2), p=1, 2, ., . de C* (@) que converge
en la norma de A (Q) hacia f. Para las funciones f, — fq la des-
igualdad (2) tieae la forma

n— ot < C 1 —fa s g )

Como |l fy = fallyig==0 emande  p, g0, también
Il fp=13)ltatsy—= 0 cuando p, g—oo. Esto significa que la sucesitn
e las trazas fuls de las [anciones fp on & vs fundamental en
Ly (5). En vista de que Lg(S) es complelo, cxiste una funcién
fa(x) € Le(S) tal que hocia ella converge la sucesion de las trazis
fals cuando p— oo, Pasundo en (3) al limite para p—» oo, obtenomos

11— Fslesisy<C I fa—1 gy @

Mostremos que Ia funcidn fs (z) no depenile de cémo se elige la
sucesion fy (#), & = 1.2, ..., que en la norma de #* (@) aproxima
la funeidn f (). En efecto, sea fy {x), k=1, 2, ..., otra sucesiin
de Tunciones en €' () pura la cual | f — 5 b, @ — O cuando & —
== 00, ¥ sea fa(£) el limite en la norma de Ly (5) para la sacesion

folse k =1,2 ... .. Entonces, en virlud do las desigualdades
(3 ¥ 19

Il fs == Fulleas Il fs— fa Nearsy + 11 fa—Faleas 4+ 1 Ta = Ts leas <
<O~ fa gy + 1 o= Fallgrg+ 1 fa=Fs g ).

Puesto que el sogundo miembro de la designaldad tiende a ecro
cuando §—= oo, resulla que fs = fs.

La funcibn fe (2) (comu elemento de L, () 1a llamaremos traza
de la fincidn f (x) € H* (Q) en la superficie 8 y la designaremos por ol
simbolo s (|| f |s fleuss o designaremos mediante || f |leus'

De este modo, el conceplo de traza de una funcidén se ha determi-
nado para cunlquier elemento f de H' (Q).

Most que este pto es realmente una generalizacion
dal concerl.o del valor de una funcién en una superficie (n — 1)-di-
mensional. Sea, para simplificar, § = § (x,) la interseceitn del domi-
nio @ con el plano x, = const y soa que la funcién f € ' (¢). Tome-
mos unn sucesion f, (x), m =1, 2, ... de funciones de £ () quo cn
la norma del espacio H' () convorge hacia f. Segin la definicidn,
el papel do traza f |s;. ) para todo z, lo desempeiia en Ly (S ()]
ln sucesiin de funciones fi |sw,)- Pucsto que la sucesién f,, m =
=1, 2, ..., converge en L. () hacia f, entoneces, scgun la nbser-
vaciin al teorema 1, p. 1, § 2, on esta sucosién se puede escoger una
subsucesion fm,, k =1, . .., que converge hacia fen c.t.p. de @. Es
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docir, para €usi todo z, In sucesion fum, | s, & = 1.2, ..., con-
verge hacia el valor de la f\,:_m-.ién f on 8 {x,) casi siempre en el sen-

tido de la medida (n — 1)-di Por guiente, la traza y
al valor de la funcidn f en § (z,) coingiden para casi todo z,.
Asi pues, disg de los ptos de traza en S do las fun-

ciones continuas en { y de las funciones pertenecientes o H* (Q).
Comprobemos que i la Mincibén [ pertensee tanto a € (@) como a

H(Q), su traza, como la traza de wna funcion de C (() (designé-
mosla por [ fg) ¥ su traza, como la traza de una funecién de H* (Q)

(desi la por f |5}, coincid fecti te, en virtud del teo-
tema 1, p. 2 del pérrafo antorior, la funcién / puede sor prolongada en
el dominio ', 0 € Q. de tal que la prolongacién F perte-

nezca tanto a € (Q') como a H'(Q'). Examinemos las funciones
F, (z) que son medias para la funcion F. Ya que F) — F para b — 0,
tanto en la norma del espacio © (a) (véaso p. 1. § 1) como en la nor-
ma del espacio I () (viase p. 1, § 4, propiedad 3), ent d
h==0, F, (&) ls =/ |5 enla norma del espacio (D y Frlz) s~
—{ |& en la norma del espacio Ly (8). Por consiguionte f |z = f 5.
La teaza { | de la funcién f (2) € HE (Q) (véase la definicién de

este ospacio on el p. 3, § 4) es nula, puesto gue la foncidn { |5 os el
limite on la norma de Ly (8) para funciones nulas en 8 (es decir,

para las trazas en § de las funciones perleneciontes a (,‘.g‘; (@)- En

particular, la traza [ [sg de la funcidn f (z) € H' () o< nula. De
aqui, entro otras cosas, se desprende la aliemncidn del p. 3 del pi-
reafn anterior sobre quo % (Q) =& H* () cuando k = 1: una fun-
cién ignal a la unidad, perteaeciente a cualquicr HY Q) k=1, o5
continua on @, por lo enal su traza en o0 es igual o 1: por consi-
guiente, no existe ningin k == 1 para el eual esta funcidn perteneren
a 1" (Q).

La traza f |s de la funcién § € H' (@) satisface la desigualdad (2).
Para demostrar estu alirmacion, es suficiente en la desigunldad (2)
escritn para las funciones f, (2) (fp (2) € D), || fu — f vy —
—= 0 cuando p — oo}, pasar al limite para p — eo,

Hasla ahora suponiamos que el contorno #Q € C'. No vbstante,
si & = 0. este roguisito resnlla supeefluo euwandn tralamos do hablar
Ia traza de la funcidn en S v demostrar la desigualdad (2). Fn efecto,
en esle coso existird un dominio @' 2 @ tal que 9Q" €' y S € 0",

Asi hemos demostrado ¢l Leorema.

TEOREMA 1. Supongamos que una superficie {n — V-dimensional 8
es de la clase C' o pertencee 2 @, Q' € Q, v blen, en Iugar de esto, sea
§=0 y, complementariamente, 8Q € C'. Enfonces, loda funcidn
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1 (z) € H' (Q) tiene en esta superficle una {raza [ |s, perieneciente a
Ly 18}, y, ademds. tiene lugar la desigualdad (2).

Sea una funciin f (z} € #* (@), k > 1. Como tcda derivada gene-
ralizada Def, del orden | @ | << k, pertenece a H' ((), entonces, de
acuerdo con ¢l teorema 1, en lquier superficie (n — 1)-di i
nal § de la clase C* existe una traza de esta derivada 'DEf s que
verfenece o Ly (8). Ademis, tienen lugar las desigualdades

1 sty S T Wty < C N gy )

donde la coustante € = 0 no depende de la funcién f.
2, Férmula de inlegraeién por partes. Supengamos que las fun-
ciones f (1) y g () pertenecen a H' (Q) y é@ € €. En cste caso para

tedo £ =1, ..., n es vilida la {6imula de imtegraciin por paries
§ I ar={ fgmas— | fe, da. (6
2 5 ]

donde n; = cos (n, :8 es cozeno del drgule entre la notmal n, exte-
rier a la superficie 0, ¥ el eje z;, mientras que lasfunciones f y g,
que £o encueniran bajo el signo integral en ¢, son las trazas de estas
funciones en Q. Do este mado, degde el punto de vista de la aplica-
cién de la fimula (6), ¢l comportamiento de las funciones de H' (Q)
ﬁsrﬁ%unl que ¢l de las funciones de C* ().

ara domostrar la igualdad (6), tememos (leorema 3, p. 34, § 4)
ins sueesiones fp (2) ¥ gp (2). p = 1, 2, .. ., de funciones de C* (P}
que en la norma de H’i (@Y convergen hacia las funciomes f(z) ¥
g (), reepectivemente, Para f;, ¥ gp la igvaldad (6) es vélidn:

§ foegatiz={ fpganidS = { fygoeidz
] g @

Pasando en esta desipualded ol limite pata p—oo y G—>o00
(recordemos que || fp= 1 lleyeecs=> 0, || Ba— £ llz:iacy=> 0), oktendremos
ln igualdad (B).

De (6) se deduce directemente que =i g € ' (Q) v las ccmponen-

tes fi (z), i =1, ..., ndel vector f(z), f (2) = (fy (2), ..., fn (2]}
pertenecen a H* (), tiene lugar la igualdad
Lgds\ydm ]'g(,f-u;ds— j f-vgds, (7
i & i

3. Propicdades de lss trazes de funciones de H* (Q). Criterio de
perlenencia al subespacio H* (Q). Sea Tp un trozo simple de uns
zu?ariiciu de clase C* ubicoda en Q. ._sllpl:ngamns que el trozo [y es
sufjcientemente pequefio (es decir, ¢s1d contenido dentro de una
bola de redio r, sulicientementc pequeiio) ¥ que fe proyecta univo-
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camente en cierto dominio D del Plano coordenado {z, = 0}, con la
particularidad de que z, = @(z'), £ €D es ln ecuacion de Iy,

@ lz') € C* (D).

Desig por Ty la supecticie {z' €D, 2, =@ (') +6) ¥
mediante Q el dominio {z' €0, ¢ () <z, <g(z) + 8} para
§ <0, o bien sl dominio {&' €D, ¢ () 4+ 6 <<z, << @(z')} pora
§ < 0, Obspevemos que do |8 | es sufici te pequeil
(v siéndolo tambin ry), al menos uno de los dominics, Qi
& £ 4, 08t contenido en Q.

Ses z € Qy = Q, entonces para cunlquier funcidn f €€ (Q)
tenemos

el i+a

1@ e@) 40—/ e@n= | b,
=
de donde

Pl
& 0 @0 —1 p@Np<]s | |zt Pan.
aix)
Multiplicando esta desigualdad por Viteh+ .-+,
ei do en 8} dominio D} ol d
17 () —1 @ s <CVTIT | fllmiagy: @

donde P = (2, p{z) ETp. D=b() =(2, @{z)+8ET. ¥ C*=
=m,a; VIF+ . +as, -
='E

Es obvio que a la par con la desigualdad (8) tiene Ingar también

la desigualdad
I 142 —1 (=) sty < CV TET 1 llrmgsc ()

Aproximando la fuucién f € H* (Q) por las funciones de clase
€1 (D), en virtud de la definicion de traza de una funcido de I (Q),
Hegamas a que los designaldades (3) ¥ (9) son vilidss para todas las
funciones de A'(Q

Estas desigualdades expresan cierta continuidod de las trazas de
las funciones del espacio ' (Q) en las superficies I'y en dependen-
cia del desplazamiento de estas dltimas.

Si la traza de la funcién f en Ty es igual a cero, f |r, = 0, do ()
so deduce que para cualosquiera p ¥y 8, 08 < p < py, donde 9,
es tal quo Q,ac @} (para concrotar, considoramos qne pa = 0)
tiene lugar la desigualdad

1 Brg < €281 1 iy < Cp I F by
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Integrando csta desigualdad respecto a & € (0, p), en vista de la
continuidad absoluta de la integral, obtenomos
1/leuay =0(p) para p 0. (10)

Hemos demostrado, pues, que =i f € HU () f [ r, =0y Qp = @
(en particular, I'y puede ser vn trozo del contorne dQ), se verilica la
correlncion (10).

LeMA 1 Sea f € Q) ¥y su traza en el conlorno, f |sg = (. En
esle caso

(§4] L‘(U"Qaina(ﬁ] cuande & — 0. 11y

Puesto que el contorne & € €1, para todo punto y € 6@ existe tal
bola 84, (4}, de radio 27, r = r () = 0 ¥ cun el centro en esle punto,
que el trozo del contorae 8@ () Sz (y) s¢ proyecta wnivocamente en
un dominio (n — 1)-di ional D, (1) disp en uno de Jos
plancs ¢ovrdenados, digamos, en el plano {z, = 0}. Con ello, Ia ceva-
ciin del trozo de 8@ ) Sy () ticoe la forma r, = ¢ ('), 2° € Dy (y),
g (') €€ (Dy, (y)). Designemos con ¥, =T, () lasuperficie
QN S, (y) yeon Ty =Ta(y) ¥ By = 2s (y) unn superficie spara-
lelas ¥ ol dominio que la corresponde que se han construido seyiin
I'y por el método deserito més arriba. Elijamos §, = 8, (y) de tan
pequedio valor absolulo que, el dominio Qs = Ox (1) = Q1 &y (3.

Coma la distancin ontre 88, () ¥ s, (y) es positiva, mien-
tras que Ja distancia entre 8Q ) g,, () ¥ I's (y), donde & € (0, 8,)
enando &, = 0, y & £ (6, 0) do 8, < 0, es, evid mayor
que v | 8 | con cierta conslante y = y (). 0<"y < 1, entonces puec-
de elegirse v, = 1, (1), 0 <= v, == 1 de tal manora que para cuales-
quiera § tenga lugar lo desigualdad

';gl‘-'-';l}'fulﬁl- (12)
iy
Del cubrimiento del contorno con las bolaz S, (), ¥ € 60,
i nn cubrimiento] finite 8, (#Y, ..., Sy (2¥). Existe

evidentemente, un numero & >0, & < min |5, (z™) |, tal que
1em=N

N
A= U By, (27)- (13)
Ademds, co virtud de (12), para todo 8, 0 <86, y m=

(0N Qe N o, (™) S Dy gm (57) (14)

donde 4i= min s (="}
IsmeN
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De (13) v (14) se deduce quo para cualquier f € H* (@) tienen lugar,
cuando (<< & << §;, las desigualdades

¥
1/ oy, p Q'E‘ 171, wanovts g em &S

N
QEI W 2, g &7
Puesto que f Jag = 0. de la iltima d Idad y de la correlocié
(10) se desprende (11). El loma estd démostrado.
TEOREMA 2. Para que una funcitn del espacio H' () pertenezca al

subespacio H* (Q), es necesario y suficiente gue su traza en el contorno
del dominio sea igual a cero.

Como la netesidad o= obvia, nos limilarcmos a ln demostracién
de la suficiencin. Sea una funcidn f € H' (() ¥ [ lag = (.. Tomemos
¢ = 0 arbitrario. En vista del lema 1 y ol teorema 9, p. 10, § 1,
eap. 11, sobre la continuidad abssluta de Ja intogral, existe un & =
= & (&) tan pequefic que

I lewenop<<€8, 117 luvgngy <<e-

Puesto quo para In funcién f € H* (Q) (teoremn 3, p. 3 del pirrafo
anterior; recordemos que #¢) € €') existe unn socesién f (x), p =
=1, 2, ..., de funciones de £* (@) que en la norma de H' () con-
verge hacia f (y, con mayor razén, en la norma de H' (0™.0s)}, =o
puede hiallar un nimero N = N (6) = N (5 (e)) tal que

I f—1Ix i <e.
175 Neaonop < 268, (15
1 f s gz 26

Tomemos la funcion

Lo (t)= I%m”-’_ﬂ)‘iy‘
Gsiz

donde @ (| 2 — y [) es un nicleo de mediacion. De las propiedades

del niicleo de mediacion se deduce que & (2) € CT(R,), L (=) =1
puta x € Qsape ¥. con mayor razén, para x € Qy, Ls (x) = 0 fuers de

Quy, €8 decir, Ly (z) €CT (6] Ademas, para todo z € R, /0 <

f; Lo {25 <1, | Wiy | < C/6 con la constante € >0 no depen-
iente de 8.
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En vista do (15) tonemos
1w — sl = fx—falall mgnop =

<l e {3 =T Phaianop + I P L (L=Eo) 4+ £ ) WEa | Iona ) ¥ <
S i Maianag 20 i en g + 20 ] 95 atoneg) '
< (83 + 2 1w fhanan) < (5 1809 = Cre.

Las funciones fye (%) Sa (£) perlenccen a ét @y
A wiseen (%) o (2) — £ (2) oy =< 1) F— f wiaiens flvin +
+ I wvien — I waaeenbace llae < (14 Cy) e

Por consiguiente, Ia funcidn f (z) € H' (Q). El teorema queda demos-
trado.
4. Sobre la compacidad de conjuntes en L, ().
TEOREMA 3. Un conjunto acotade en H' (Q) es compacto en Ly (Q).
Sca el conjunto of acotado en H' {Q), es decir, para todo f €

€l se tienc}
[l <. (16)

Supongamos al principio que off H' (). Prolonguemos todas
1as funciones do & por cero fuera de . En cl caso que se considera
las prolongaci btenidas pert a H (@), cualquiera que
sea el dominio ' = Q.

Cuando fy (2} es una funcitn; media para la Maocidn f (z) € of,
sesulta vilida la desigualdad (6) p. 3, § 2:

In—fltas<e | efiierg—f@pe 01

mi<h @
Para la funcién f[:}if.:' (@), también prolongada por cero fuera

1
ae (@), so reslize la igualdad f(z+3)—f(e)= | LEED ar e

[]

i
= j(v‘f(:-i-n]-s}d.!. cualquiera que sea el veetor z. Por lo tanto,
U(=+=)-I{=1F€18I’lIVF(HIZ)I'M
¥, por lo tanto,

§l1E+n—1@Fdr<sR 1 o (8)

q
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La desigualdad (18) es también vilida para cuslquier funcién
fE:# do lo que podemos comvencornos pasando al limite.
De (17) y (18) se desprende gne

R
o=t <Collf g7 | dsSCin®,
taf<h

donde la constante €, no depende, en victud do (16), ni de b ni de f.

Si, ahora, mostramgs que pora todo & = 0 fijado el conjunto o),
compuesto de funciones medias f,, () de todas las func